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Equazione di equilibrio dinamico
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Condizione per avere una soluzione non banale
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Sostituendo un autovalore ωj è possibile determinare il relativo 
autovettore Yj (forma modale) soluzione di:
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Problema agli autovalori in forma standard:
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Gli autovalori ωj
2 ed i relativi autovettori Yj sono solitamente 

organizzati in due matrici n x n
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Ortogonalità rispetto alle matrici M e K

Presi due modi propri qualsiasi:
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Ortogonalità rispetto alle matrici M e K
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Indipendenza lineare

Un sistema di vettori è linearmente indipendente se la condizione:
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Forme modali come base

Date le proprietà di indipendenza ed ortogonalità le forme modali
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Date le proprietà di indipendenza ed ortogonalità, le forme modali 
costituiscono una “base”, per cui qualsiasi vettore dello spazio 
vettoriale può essere espresso come combinazione lineare di essi: 
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Il prodotto della matrice modale per la matrice di massa :
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Se, in particolare, si normalizzano le forme modali in modo che risulti:
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Autovalori nulli

Dato che risulta :
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il che implica che alcuni degli autovalori siano nulli. Il numero di autovalori 
nulli è pari al grado di labilità della struttura
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Autovalori coincidenti

In alcuni casi è possibile ottenere degli autovalori coincidenti (aventi quindi
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In alcuni casi è possibile ottenere degli autovalori coincidenti (aventi quindi 
molteplicità maggiore di 1). 
Un primo caso in cui questo può verificarsi, si ha quando la struttura presenta 
una simmetria di rotazione con angolo caratteristico < 180°
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Autovalori coincidenti

La coincidenza degli autovalori può inoltre verificarsi anche tra modi di
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La coincidenza degli autovalori può inoltre verificarsi, anche tra modi di 
vibrare indipendenti.
Ad esempio, è possibile fare in modo che, in un albero con due volani, la 
prima pulsazione flessionale e la prima torsionale coincidano
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Le proprietà delle forme modali consentono di esprimere il vettore spostamento 
come una loro combinazione lineare:

a
M

ec
ca

n
ic

a
n

ic
a

{ } [ ]{ }iqYtx =)( { } [ ]{ }iqYtx && =)( { } [ ]{ }iqYtx &&&& =)(

Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:
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che costituisce un sistema di “n” equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:
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Equazione di equilibrio dinamico
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Si dovrebbero cercare soluzioni del tipo
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Per avere soluzione non banale
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N coppie di radici (autovalori) λj complesse coniugate, che sostituite, 
forniscono N coppie di autovettori complessi {Zj}.
Problema agli autovalori in campo complesso risolvibile direttamente
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In generale il prodotto
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fornisce una matrice non diagonale. Tuttavia se lo smorzamento è 
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In questo caso si può porre:
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Se si esprime il vettore smorzamento come combinazione delle forme 
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Sostituendo nella equazione di equilibrio dinamico:
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[ ][ ]{ } [ ][ ]{ } [ ][ ]{ } 0=++ iii qYKqYCqYM &&&
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Premoltiplicando per [Y]T

[ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } 0=++ TTT qYKYqYCYqYMY &&&
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Da cui:

[ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } 0=++ iii qYKYqYCYqYMY
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[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } 02 2 =+++ iiiiii qqqI ωωξ &&&
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N equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:
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02 2 =++ iiiiii qqq ωωξ &&&
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cui corrispondono autovalori:

2ξξλ
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che, sostituiti nell’equazione originale, consentono di determinare gli 
autovettori

21 ininiisii ξωωξωλ −±−==
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e autovettori

⎤⎡ 00
Un modello di smorzamento per il quale si ha:
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Si dimostra che la matrice di smorzamento è diagonalizzabile se:

a
M
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n
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a
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a

Se si pone m 1 si ottiene il cosiddetto smorzamento proporzionale (o

[ ] [ ] [ ] [ ]( )∑
=

−=
m

l

l

l KMMC
0

1α
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ca Se si pone m=1, si ottiene il cosiddetto smorzamento proporzionale (o 

di Rayleigh).
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Combinando:

[ ] [ ] [ ]KMC β+
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[ ] [ ] [ ]KMC βα +=

con:
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2
rjdc βωα +=

a
M

ec
ca

n
ic

a
n

ic
a

Combinando con :

si ottiene:

jjjdc ωξ2=
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