SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
SMORZAMENTO PROPORZIONALE - AUTOVETTORI

Combinando
(#m]+2[c]+ [K ]z} =0 Cl=alM]+ BIK]
(2[M]+ 2a[M ]+ A8[K ]+ [K ]}z } =

Raccogliendo a fattor comune
(M2 + 2c)+[KJa+ 28))z ) =0
Moltiplicando per [M]!

9 A+ la
mIkiz)=- el

Il problema é identico a quello del sistema non smorzato

MI'[Kiz,}= o} {z;)

Per cui ha gli stessi autovalori ed autovettori:

(Praa)_
1+18)




SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO

" SMORZAMENTO PROPORZIONALE - AUTOVETTORI
(2 +2a)
1+45)

— (2 +2a)= 021+ 2p)
X+ da+o(1+18)=0

22+ Ao+ o? )+ 0? =0

J

—(a+,6’a)j2)ir\/(a+,6’a)j2)2 —4a)j2
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SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
MATRICE DI SMORZAMENTO DIAGONALE

Se i termini fuori diagonale della matrice
T
Ci]=I¥]'[c]Y]
Sono trascurabili, si pud assumere per essa una forma diagonale, nella quale lo

smorzamento di ogni nodo viene generalmente ottenuto direttamente per via
sperimentale

£ 0 .. 0
c, ]~ & - g <N

0 0 0 &

Spesso si possono determinare solo i primi n modi




o, SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
' REQUISITI SULLO SMORZAMENTO PER DIAGONALIZZAZIONE

Se lo smorzamento € piccolo, si puo ritenere che gli autovalori e gli
autovettori differiscano poco da quelli del sistema non smorzato:

A =lw + AL
1Z}= Y +1AZ ]
Sostituendo si ottiene:
(- @? +2i0A% + AZ M+ (i, + A4 C]+ [KI(Y, }+ {az, ) =0

— M — 02 [M [AZ }+ 2i0 AL MY, 4+ 2l AL M [{AZ, ) +

AAA M- AACNHAZ + i [C Y, 4+ At
TS i+ [K RAZ =0

Trascurando i termini di secondo ordine i prodotti CAA e CAZ

e tenendo conto che: ([K]—a)iz[M ]){Yi}: 0

si ottiene:

([K]_ oM ]){Azi f+io 2a%[M]+[C]iY }=0



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Pre-moltiplicando per la trasposta della forma modale:
o ([K]_ oM ]){Azi oY | 2az[M]+[C]HY }=0

) 2aaM]+[C]iy j=0

Da cui si ottiene:

Ml 4
UM 2

A =—ﬁ+ia)i
2

Termine reale negativo, che produce una riduzione esponenziale nel tempo
delllampiezza delle oscillazioni



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Espandendo AZ in termini delle forme modali del sistema non smorzato:

AZ. =ias{vs}

S#i

Sostituendo e pre-moltiplicando per la trasposta della forma modale “j™:

¥ (K]-@7m ])SZillaS{Ys}Jr i, Y, [ (2a1[M]+[C]fv ) =0

Tenendo conto della ortogonalita e del fatto che:

(K]-of M }=o0

Si ottiene:

{Yj }T ([K]—a)f[M ]){YJ }0‘1 +lo, {Yj }T [CRy,}=0



o, SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
' CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

b, (K]0 MDY, Joy i, T[T =0
Ricordando che::

Y KR, f= o

Y MRy, =1
Si ottiene

2 2 - .

Da cui:




o, SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
' CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

AZ, |~ % ((Z)Iaz)lfﬂcjjz ){YJ }

J#i

Dividendo per il quadrato di o, ed osservando che:

tif MR j=m; =1

{Mwafm}=ki:af

Cori™ kim; =2,
Si ricava: n 12C .
PR LYY
};i Ccr,i _—Jz



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Ipotizzando:

* errore complessivo di circa il 10% sulla forma modale

e rapporti di frequenza paria 2, 3, 4, 5...

« valori dei termini di smorzamento fuori diagonale tutti uguali

Si ottiene:

Ciid 1 1 1
0.1>2 c. (1_22)+ (1_32)+ (1_42)+...
Da cul

14 <~0.03
C



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
METODO DELLO SPAZIO DEGLI STATI

Qualora la matrice di smorzamento non sia diagonalizzabile,e necessario
procedere alla soluzione diretta del problema agli autovalori in campo complesso.
Nel seguito vedremo le principali caratteristiche della tecnica di soluzione detta di
Analisi nello Spazio degli Stati (State Space Analysis”)

Vettore della variabili di stato (2N componenti):

o1

Si aggiungono alle N equazioni di equilibrio, N ulteriori equazioni sempre
verificate:

M i+ [CRxj+ [K Jix} = 1F (t);
M Jix}—[M Jixj=0






SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

Assumendo una soluzione del tipo:
) =X je"
Xj=siX fe*

Si ottiene:

)= { X fer st




SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

Sostituendo:

O hal R e a0
0= o -

s%{X le

Si ottiene:

s|AfU Je* +[BJU Je® =0

Ovvero:

(s[Al+[B]{U}=0

Problema agli autovalori in forma generalizzata



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

Problema agli autovalori in forma generalizzata
(s|A]+[B]{u}=0
N coppie autovalori complessi coniugati + N coppie autovettori complessi
Si {Zi} Si s {Zi}

coniugati
Autovalore + Coniugati
autovettore

Autovettori nello spazio della variabili di stato:




SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

Autovettori nello spazio della variabili di stato:
(2] }
=<
{WI } Si {Zi }
RAAN
U sz
Matrice modale complessa 2Nx2N

[\N]:[{\Nl} {Wz} - _]

Vettore variabili di stato come combinazione lineare autovettori complessi

w(t)y =W [ia();
() =w Jia(t);



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

Sostituendo nel sistema originale:

w(t); =W Jia(t);
() =W [a();

Si ottiene:

[Alw Jiaj+[B]w fiaj=0

Moltiplicando per la trasposta della matrice modale complessa

W [Alw igj+Ww ] [BIw faj=0

Tenendo conto della ortogonalita, che vale anche per queste forme modali:

diag[a]iq}+ diag[b{a} =0

[Aluj+[BJuf=0



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

diag[a]{d} + diag[b}{q} =0

Sistema di 2N equazioni disaccoppiate del tipo:

a,q, +bg=0

Soluzione di ciascuna di esse

. s, t
qr (t) o Qr €
Soluzione complessiva

2N

()= W, Qe

r=1



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
EQUAZIONI DISACCOPPIABILI

L'equazione di equilibrio dinamico per il sistema smorzato con forzante esterna:
[M Jixj+[Clix+ [K Jixj = {F (1)}
Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:

@)=Y fia)

pre-moltiplicando per la trasposta della matrice modale, qualora la matrice C sia
diagonalizzabile, si ottiene:

_510)1 0 - 0 0)12 0O - 0
0 &w, — 0 |, |0 & - 0

ads] © T fak % T Y al=bT o)
0 0 0 &o, 0 0 0 ]

che costituisce un sistema di “n” equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:

0; +26,w,q; +a)i2qi = {Yi }T {F (t)}: f;



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
EQUAZIONI DISACCOPPIABILI

' Nel caso la forzante esterna abbia andamento nel tempo di tipo armonico:
4; +2&;0,0; + 0q; = f,e
Assumendo una soluzione del tipo:
oF (t) = QjeiQt
Si ottiene:

2 iOt - iOt 2 ot iOt

Q. = I
J (a)J'Z_Q?)_i_Zié:jijj




