SISTEMI CONTINUI - ASPETTI GENERALI

* Un mezzo continuo ha infiniti gdl e, di conseguenza, infiniti modi propri di
vibrare
e Lanalisi delle vibrazioni di sistemi continui € molto complessa e sono disponibili
soluzioni in forma chiusa (analitiche) solo per i casi piu semplici
e Casi che saranno trattati
* Trave
e Vibrazioni estensionali (soluzione completa)
e Vibrazioni flessionali (soluzione completa)
e Piastra circolare
e Vibrazioni flessionali (caratteristiche della soluzione)
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Equazione di equilibrio:
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T(t) = A-cos(wt) + B -sin(awt) @ i@
Z(2)=C cos(V z)+D sm(V Z)
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Trave bloccata agli estremi
u(0,t)=2z(0JT(t)=0 u(L,t)=2z(L)T(t)=0
Z@%ﬂ)w%%®+DmM%®:C=O
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Si puo introdurre il parametro: A, = o
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che corrisponde alla distanza tra punti corrispondenti in onde successive
(lunghezza d’onda), esprimendo la funzione normale come:
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L'oscillazione libera secondo la generica forma modale sara data da una
funzione del tipo:
: )
u, (z,t) =[A D, -cos(m,t) + B, D, -sin(e,t) sin(—~ 2)
Vv

nella quale le due costanti A,D, e B,D, devono essere determinate in base
alle condizioni inziali. L'oscillazione libera generale sara infine data da:

u(z,t) = iuk (z,t) = i[Ak D, -cos(o,t)+ B, D, osin(a)kt)]sin(% Z)
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L'oscillazione libera secondo la generica forma modale sara data da una
funzione del tipo:

u,(z,t) = E, -cos(a)kt)sin(% 2)+F, -sin(a)kt)sin(% 2)
u,(z,t) = Ev, [cos(a)kt) sin(& ) +sin(aw, t) cos(& z)—sin(aw,t) cos(& ) +cos(aw,t) sin(& z)}
2 Vv Vv Vv Vv
4 A {sin(a)kt) sin(& ) +cos(m,t) cos(& z) —cos(m,t) cos(& ) +sin(a,t) sin(& z)}
2 Vv Y Vv Vv

u,(z,t) = %-[Sin(% Z+ o) +sin(% z- a)kt)} +%-[cos(% Z+ o) +cos(% z- a)kt)}
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Le frequenze proprie, per altre modalita di vincolo, sono date dalla seguente
relazione generale, nella quale il coefficiente K(k) dipende da queste ultime:

a)sz(k)”\F k=123..
L\ p

Incastrato-incastrato

Libero-libero

Incastrato-libero
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Equazione di equilibrio:

PAdz V=T +gdz—T
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T =—EN"
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V(z)=C,-e? +D,-e ” +E,-e” +F e

iz _ Az N _ iz
sin(yz)="1 2ie sinh(yz) =" 2e

iyz —iyz iyz —iyz
cos(yz)=" +2e cosh(yz)="1 +2e

¥

V(z) =C-sin(yz)+D-cos(yz)+ E -sinh(yz)+F, -cosh(yz)
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sinh(0)=0 %sinh(t):cosh(t) (cosh(t))” —(sinh(t)) =1

cosh(0)=1 %cosh(t):sinh(t)
V'(z) =Cycos(yz)- Dysin(yz)+ Eycosh(yz)+ Fysinh(yz)
V" (z2) = —Cy’sin(yz)—- Dy’ cos(yz)+ Ey?sinh(yz)+ Fy* cosh(yz)
V"'(2) = —Cy?cos(yz)+ Dy’ sin(yz)+ Ex* cosh(yz )+ F 5* sinh(yz)
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Trave libera agli estremi (z=0, L)
V 1 (O) :V 1l (O) :V 1 (L) =V "l (L) — O
V" (0) =—Cy?sin(0)- Dy?cos(0)+ Ex?sinh(0)+ F 4 cosh(0)=F - D =
V"'(0) = -Cx* cos(0)+ Dy*sin(0)+ Ez° cosh(0)+ Fx®sinh(0)= E - C

V" (L) =—Cy?sin(yL)-Dy? cos(yL)+ Ex?sinh(yL)+ Fy?cosh(yL)=0
V"(L) = -Cx*cos(yL)+ Dy®sin(yL)+ Ez® cosh(yL)+ Fyx*sinh(4L)=0
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Trave libera agli estremi (z=0, L)

F-D=0
E-C=0
—Cy?sin(yL)-Dy? cos(yL)+ Ey?sinh(yL)+ Fy?cosh(yL)=0
—Cy%cos(yL)+ Dy?sin(yL)+Ex® cosh(yL)+Fy®sinh(yL)=0
Per avere sin. non banale:
0 -1 0 1]
det -1 0 1 0 0

—x%sin(yL) —z2cos(yL) g?sinh(yL) x®cosh(yL)
—ycos(yL)  pPsin(pL)  gPcosh(zL) gPsinh(xL)
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Trave libera agli estremi (z=0, L)

0 -1 0 1
det 1 0 L 0 =0
—xfsin(yL) —x*cos(zL) zsinh(zL) x*cosh(zL)

-xcos(zl)  2sin(L)  xPcosh(zL) ’sinh(zL).

{_ % sinh(zL)7* sinh(zL) - 22 cosh(L)° COSh(ZL)]_} .

| 72 sin(L) 7% sinh(3L)+ 2% cosh(L)z* cos(L))]

[Er bz onla)- st
[ 22 sin(zL) 7 sin(xL) - 22 cos(zL )7 cos(L )]
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Trave libera agli estremi (z=0, L)
{— L1 sinh?(;L)— »° cosh?(4L)]- ]}_
[—z5sin(zL)S'nh(zL)+z cosh(zL)cos( L)
_ _{[;55 cos( yL)cosh(yL)+ z° sinh(;(L)sin(ZL)]+} _
[ 2°sin? ()~ 2° cos? ()]

<

I
N\

*|cosh?(;L)—sinh2(4L )]+ }_
SIsin(zL)smh(zL) cosh(zL)cos(zL)]

° ;cos(ZL)cosh(;gL)+sinh(;(L)sin(;(L)]—}
fin? (L) +cos’ (1L
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Trave libera agli estremi (z=0, L)

= y*{fL+sin(yL)sinh(yL)—cosh(yL)cos(zL )—cos(xL)cosh(zL)—sinh(yL)sin(yL)+1}=

=2°{1—cosh(yL)cos(4L)} =0
¥

cosh(yL)cos(yL)=1
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Trave libera agli estremi (z=0, L)

EJ » 1 |EJ

h(y,L L)=1 w, =yk=y2 |—=(y,L) 5. |—

cosh(y,L)cos(x,L) K =Ty (xL) 7\ oA
n 1 2 3 4 >4

%L 4.730 7.853 10.996 | 14.137 T (2T

Valore asintotico
(valido dopo |
primi 3-4 termini)
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Trave libera agli estremi (z=0, L)
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F=D
E=C

0

—Csin(y,L)-Dcos(y,L)+Csinh(y,L)+Dcosh(y,L)

Clsinh(y,L)—sin(y,L)]- D[cos(y,L)—-cosh(y,L)]=0

~_ [sinh(x,L)-sin(z,L)]
D_C[cos(;(n L)—cosh(y,L)]
e C[Smh(zn) sin(,L )

[cos(,L)—cosh(y,L)]
E=C
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Trave libera agli estremi (z=0, L)
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V,(2) =C{Sin(;(nz)+sinh(;(nz)+ sinh(z,L)-sin(z,L)

cos(y,L)—cosh(y,L)

teva e
NI

— n=1

(cos(y,z)+cosh(y, z))}

2
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|
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— n=2

Forma modale (funzione normalg)

—— n=3
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Trave incastrata ad un estremo (z=0) e libera all’altro (z=L)

Condizioni al contorno

V(0)=V'(0)=0 v'(L)=v"(L)=0
\/E n 1 2 3 4 >4
PA o 1.875 4.694 7.855 10.996 | (n-1/2)=%
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Z

V,(2) = C,| sin(z,z)-sinh(z,z)-

sinh(y,L)+sin(y,L)

cos(y,L)+cosh(y,L)

Y Trave incastrata ad un estremo (z=0) e libera all’altro (z=L)

(cos(y,z)—cosh(y,z))

Forma modale (funzione normalg)
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Trave incastrata agli estremi (z=0, L)

Condizioni al contorno

V(0)=V'(0)=0 v'(L)=v"(L)=0
\/E n 1 2 3 4 >4
PA ol 4730 | 7.853 | 10.996 | 14.137 | (n+1/2)n




SISTEMI CONTINUI

TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI

L

y

%

Trave incastrata agli estremi (z=0, L)

V. (z)=C,|sinh(y,z)-sin(y,z)+ sinh(z,L)-sin(z,L) (cosh(;(nz)—cos(;(nz))}

Forma modale (funzione normale)
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cos(.L)—cosh(y.L)

Vil

-l n=1
— =2
— n=3

K

02 04 0.6 0.8 1

zT



SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI

N
RESS

r
« L >
Z
" Trave appoggiata agli estremi (z=0, L) 7
Condizioni al contorno  V(0) =V " (0)=0 V(L)=v"(L)=0
o = (7L iz \/E n 1 2 3 4 >4
VoA | gL m 2m 3m 4 nm
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Forma modale (funzione normale)

Z
7%} Irave appoggiata agli estremi (z=0, L)
iy
V. (z) =C,[sin(y,z)]
1 T T

= 05t ]
: 0
= _osk— o=l _

— n=2

— =3

1 02 03 0% 0.8 1
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SISTEMI CONTINUI
PIASTRA CIRCOLARE

Le vibrazioni proprie di una piastra circolare possono prevedere:
« forme modali simmetriche, che presentano circonferenze nodali, i cui punti
non si spostano durante la vibrazione

DMX =.810624
SMN =-.604236
SMX =.810624

-.60423¢ -.289823
—.447029 -.1326l16

.810624
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PIASTRA CIRCOLARE

Le vibrazioni proprie di una piastra circolare possono prevedere:

forme modali simmetriche, che presentano circonferenze nodali, i cui
punti non si spostano durante la vibrazione

forme modali anti-simmetriche, che presentano diametri nodali, i cui punti
non si spostano durante la vibrazione

-.935807 - - .312004
-.72 9 -.311902 .104035 .51%8972 .935%09

.727941
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PIASTRA CIRCOLARE

Le vibrazioni proprie di una piastra circolare possono prevedere:

forme modali simmetriche, che presentano circonferenze nodali, i cui
punti non si spostano durante la vibrazione

forme modali anti-simmetriche, che presentano diametri nodali, i cui punti
non si spostano durante la vibrazione

forme modali miste, che presentano sia circonferenze che diametri
nodali, i cui punti non si spostano durante la vibrazione

.880454
-.880454
.880139

| EEEEEESS—— |
-.880454 -.485211 -.097969 .293274 .684517
-.684833 -.29359 .097653 .488896 .880139



seguente relazione:

an,m D
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ER’
ST

PIASTRA CIRCOLARE
Le vibrazioni proprie di una piastra circolare di raggio R, sono date dalla

Libera al bordo esterno

(4

frm

m=10

m=1

m=2

0

0

5,251

9,076

20,52

35,24

= x| =
i
b~

38,52

59,86

Incastrata al bordo esterno

@, |m=0| m=1| m=2
n=0 10211 21,22 | 34,84
n=113978 | 60,84 | 84,58
n=218890 | 120,08 | 153,81




