Allungamento

mg
k

Posizione

molla =0 O

riposo massa

XI

A

Analisi delle forze agenti

[ -

m

mg

OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

X'=x+ 09 —mX'—kX'+mg =0

X'=X

—m>‘<‘—k(x+%)+mg =0
—mX—kx—mg+mg =0

mX +kx =0

Equazione del moto non influenzata dalla forza
peso



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. k s

mx +kx = 0 X+—X=X+w'x=0
m
Xx(t) =C,e" +C,e™
2 +w’ =0 2, =tlo,

x(t) =C.e' +C e

X T X(t) = C, cos(m,t) + C, sin(w,t)
X(t) =C, cos(aw,t + @;)
X(t) =C, cos(w,t + ¢;)



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. 1 Energia totale
E.==m-x° . .
2 B E=EE=omi ok
1 ) 2 2
E,=—-k-X
2
X(t) = Asin(m,t)
K Soluzione trovata .
X(t) = Aw, cos(m,t)
1 , 1 - 2
m E= Em-(Aa)n cos(a,t)) +§k-(Asm(cont)) =

2
X = A?(m w’ cos”(m,t) +ksin® (a)nt))

2
E=cost > mo’ =k E:A?(mkcosz(a)nthksinz(a)nt)j:
m

K 2 2

On =1 = A2k (cosz(a)nt)+sin2(cont)):

m = Ccost




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. MX + kx = FoeiQt = Fo COS(Qt) (Q * C()n)

X(t) :Eeth + Czezzt]+[Xe‘Qt]

Integrale generale Integrale particolare
omogenea associata non omogenea

K Verifica validita integrale particolare non omogenea:
x(t) = Xe'* X(t) = iQXe'™
m X(t) _ _QZ XeiQt

X F(t)=F,cos(Qt) — mQZXeiQt + kxeiQt _ FoeiQt

R KR 1 K 1
L 2 2 2
k —mQ kl_mil kl_ O

X




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO T
K Xe“%
it

Freccia
statica

(PXeitx ¢

T Xelsx

K Xe's* l

1( \
F 1
Q 2
0
\_ ),
Fattore di
amplificazione
dinamica
mQ2Xe'® M
m

iXe

-

sz xeiQt

T m
QZXe"Qt l FoeiQt

10
18]
Q
€
E 5
(B}
c
2
N
1]
(&)
= 0
=
IS
3+
5
L
g -5
©
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/
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OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. mX + kx = F e""n X + @, 2y — ie'a)n
m
x(t) ={xte™ X(t) = Xe'" (L+iw,t)
e prteole () = @, Xe' (21— w,t)

%) - i F i ot
w, Xe'" (2i — . t)+ o’ Xte ntzﬁe :

2i X — o’ Xt + w? Xt _R
m

X F(t)=F,cos(m,t)
FF 1 R o,

X = = :
m 2w, Kk 2i




OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
, Dato che, in corrispondenza di ®,,
LT

Foo,, ine . F t it il sistema & in grado di oscillare

n lw,

L o te iz—=—e! senza cedere energia all’esterno,
tutto il lavoro fatto dalla forza
applicata si tasforma in aumento

ot 27 del suo contenuto enegetico.

=——lr—e'T

” 1]
7\ '7\ 7\]\

Ampiezza/Freccia statica
<
/
H<
I/C‘
Sy
| ol
{
=

— 40
0

t/T




Forza
esterna

OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

. F it
X=-i—Lote T
(t) 2 P

g™ (1+| t)]{ i—2 @’te'™

Jooe
a)e"
K

o 2 F lw,.t
% b 2] o gien
n_
Forza Forza
d'inerzia elastica
F
k

Forze agenti normalizzate

10

= Forza d'inerzia
— Forza elastica
= FQrza esterna

4

A/

N

U\

-10
0

2 3

t/T




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Forzante armonica di ampiezza proporzionale al quadrato della pulsazione

p
Asse di rotazione '

MX +kx = m_AQ%e"*

X+ X = m, A Q2™
M

. x(t) = Xe'™  x(t) =iQXe™
X(t) = —Q*Xe'
K —Q2Xe™ 4 @ Xe'™ = mI\;IA 02




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Eccitazione per moto del supporto

mX+k(x—y)=0

a)ZYeiQt

n

7 mX + kx = ky = kye'” X‘+a),fx:£Ye‘Qt=
VI m

X(t) = Xe'™'  x(t) =iQxe™
X(t) = —Q°Xe'™

—Q*Xe" + w2 Xe'™ = w2Ye!™

2
Y

X = 260n 2~ Yz

@y — €2 1_9_



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile “a rampa”

F m)'(°+kX= Bt

x(t) :[Aie“””t + Ble‘i“’“t] B,

A

Integrale generale Integrale
omogenea associata particolare non

t omogenea

x(t) = Xt x(t) =X
X(t)=0

kXt=Bt = ng




OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile “a rampa”

F mX + kx = Bt
x(t) = Ae'' + Be ™ +%t
Condizioni {X(O) =0

t iniziali

X(0)=0 (
x(0)=A +B,=0 ‘ Alzii
2k,
. _ B&=
X(0)=lo,A —lo B, +— B _ i B
K i
’ 2K,

\

Q

n

() = E£. e _iﬂH]: E(Z‘ 2iSin(a)nt)+tj:E(t— S"‘(”nt)j
a)n



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile “a rampa”

[ _ t )
B( Sin(wt)) BT|t M7
x(t) =—| t - = -
K @, kK | T 27
Spostamento normalizzato \ )
NP N 7
w_ t _SIﬂ(Zﬂ?) ?2 ;
BT | T 2r Z s
K \ ) E 4 7
tT



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

' Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale
F 0
F=—1t=Bt 0<t<r

_ J
F =Bt-B(t-7)= FO] r <t

O<t<z \x(t) —E( SIn(e, t)]

- X(t)—%( Sin(w, t)j —E((’[—r)— Sin(a)n(t—f))):

:E[ Sln(a)t) . Sin(e, (t- ))]
k

/-




OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

' Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale
; ( | )
Sin(27z —)
o<t<, XOK_T|U_ T
F T | T 27
\ )
) o Xk _,_Sin(@,t)  Sin(@,(t—7)) _
F T, T,
1T (Sin(a)n (t-7) Sin(a)nt)j
T 27 27T




OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale

!

— /T=0.5
— /T=1.0
— 1/T=1.5

018 JT=2.0 ||

[ T T T T
0
005115225 335445 5556165775885 9 9510

t/T

Spostamento normalizzato
o o o [ - - -
w I3 ~ o o ) > o =
(2] S N [{e) 5] (2] S N (o]
‘\ ——
|~
—
P——
———
——
_—
T —



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale

Spostamento max./valore statico
5
|
|
)
|
)|
:I
.!
)|
|

dT



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con impulso | al tempo t=0

F Condizioni
1/dt E_lim |_ iniziali
dt—o dt {X(O) =0
l—mv = ve— X(0) =v
m
dt t

x(t) = Ae'" +Be™™

v .
X(0)=A+B,=0 =~
0)=A+B, A=
(0) =i A —imB =1 | a_; |
X( T n nl_m Blzl
’ | 2mao,
ISin(w, t)

a)m( —je” ) anm(IZISIn(w”t)): 2o

X(t) = 5



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con impulso | al tempo t=t

|/dt

dt

F

F(7)

dt

-

X(t) = 1Sin(w, (t —7))
2 2m,M
X(t)=0 t<r

t>7

La forza di andamento generico puo essere vista come
una successione di impulsi di valore F(t) dt.

()= -2 [F(e)sin(e, t—7)-d

Integrale di convoluzione o di Duhamel



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l.

L . Cc. k
MX+CX+kx=X+—X+—Xx=0
am m
X(t)=A e+ A -e*
a

C K
a’+—a+—=0
m m



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. c>c, — A>0
a, a, reali<0
c 1 /c? k
ot [E
. k ’ 2m 2 \m m
m T T
X )
3 I1 ll.j 2
T

Spostamento/Valore iniziale




OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

c<C —> A<O0

Ccr

Sistema ad 1 g.d.l.

2
a,, a, complesse coniugatez—iiii\/4£_c_

2m 2\ m m?
_c
CCI’
K C ek C \/? C
= = = a)n:é:a)n
2m  2mvk  2JkmVm ¢,

m 2 2 2
e o T B LA A
2 m m m 4mk m C

cr



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. .
a1,2 — _éa)n T | @,

X(t) = ATt L Belen ot — gt (A + Be™'™)
X(t) = e ' (Acos(w,t) + Bsin(w,t))

Ampiezza

—03F U e -

0 2 4 6 8 10

tT



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l.

C
EF=— Per la maggior parte dei sistemi meccanici e
Cer piuttosto piccolo (< 0.1)

. g2
O =0 1=eT o V1-0.2% =0.990,
£=0.1

Per questo e solitamente possibile trascurare I'effetto dello
smorzamento sul valore dei modi propri



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l Analisi delle forze agenti
A A
—m-X] —cC-X -K x
c k X T
m
- F(t)=F,cos(€t)
v F(t=Focos(QY mX + cX + kx = F, cos(Qt)




Sistema ad 1 g.d.l.

X F(t)=F,cos(Qt)
2
T_2r
Q

Npostamento

OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

mX + cX + kx = F, cos(Qt)

X(t) :[ X -cos(Qt — go)}[e‘f“’"‘ Asin(m,t + ¢)]

4

10 15 20



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. mX + cX + kx = FO COS(Qt)
X(t) = X -cos(Qt — go)»[e‘f“’"‘ Asin(a,t + ¢)]
Decremento termine esponenziale
k 1 T T T T T T T T T
— £=0.01

— £=0.05

c —¢=01
0.8 7]

X F(t)=F,cos(Qt)

0.4 N

Ampiezza/Valore iniziale




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. mX 4+ cX + kx = FO COS(Qt)

. 3

=28,

S|~ 3o

G . C. Kk . .

MK +CX + KX = X+ — X +—X = X+ 2E@ X+ 0’ X
m m

X F(t)=F,cos(Qt)

F
X+ 2Em X+ o’ X = —2cos(Qt)
m



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. X + Zfa)n)'( + a)ﬁx — iCOS(Qt)
A"
X(t) :[ X -cos(Qt — go)}[e‘?“’"‘ Asin(m,t + ¢)]

T
) ‘ X(t) = X -cos(Qt — ) pert >t
X(t) = —QX -sin(Qt — )
X(t) = —QX -cos(Qt — )

X T F(t)=F,cos(Qt)

—Q?X -cos(Qt — p)— 2Ew, QX -sin(Qt — @)+ > X -cos(Qt — ) = %cos(Qt)



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

— QX -cos(Qt — p)— 2, QX -sin(Qt — )+ w? X -cos(Qt — ) = %cos(@t)

> X -cos(Qt)cos(p)+ w? X -sin(Qt)sin(gp) -
—Q?X -cos(Qt)cos o — QX -sin(Qt )sin ¢+

+2&w QX -cos(Qt)sin(p)— 2w, QX -sin(Qt)cos(p) = % cos(Qt)

|7 cos(p)— Q cos o + 26w, Q2sin(p)|- X cos(Qat )+

+|e? sin(p)— Q2 sin o — 2w, C2c05(p) sin(Q2t) = % cos(Qt)



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

|7 cos(p) - 2 cos g + 2Em, Qsin(p) X = %
<

o’ sin(p)— Q% sinp —2&m, Q cos(p) =0

(02 -0 cos?(p)+ 4E22Q0% sin? () + 4w, Qsin(p)cos(p (Xij
J
0

(0 -] sin?(p)+ 4&% Q% cos? (p) - 4m,Qsin(p)cos(p)



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

(02 -0 cos? () + 4E22Q0% sin? () + 4w, Qsin(p)cos(p (Xij
J
0

(2 - 02 sin?(p)+ 4£207Q0% cos?(p) - 4m,Qsin(p)cos(p)

(02 -0?f + 42207007 = (%T

o
X = m —




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. mX 4+ cX + kx = FO COS(Qt)

58
X(t) :[ X -cos(Qt — go)}[e‘f“’"‘ Asin(m,t + ¢)]

c y X(t) = X -cos(Qt — ) pert >t
0
m F, 1 é:w
X=+ > - ¢ = arctan| ——
ok Q _Q°
5 el “
X F(t)=Fcos(Qt) : @, “n
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Fattore di amplificazione dinamica
w ol

:

0 05 1 15 25
olon
Q
_2&2%
a)n
@ =arctan g
Q
1-—
w




1

D

Rapporto di frequenza per il quale
si ha il massimo valore del fattore
di amplificazione dinamica:
Q) oz
=\1-2¢&
a)” max
Massimo valore del fattore di
amplificazione dinamica:

Fattore di amplificazione dinamica

OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

5

45

T ———

4

35

3

%\;

2.5

2

1.5

1

0.5
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OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

(] LJ F
Sistema ad 1 g.d.l. X+ fa)nX + a)fx =2 COS(a)nt)
m

X(t) =X sin(a,t) | X(t) = @ X cos(w,t)

Integrale particolare X(‘[) — —a)ﬁ X Sin(a)nt)

non omogenea

k

—w’ X sin(w,t) + 2w’ X cos(w t) + w’ X sin(w t) = Lx} cos(w, t)
m

m 2Ew? X cos(w,t) = L} cos(w,t)
m

X F(t)=F,cos(w,t)
FF1 F k F1

m 2é; km2iw; Kk 2&




OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

sistemaad 1gdl iy = e (A cos(m,t) + B, sin(a,t) )+ %%Sin(a)nt)

Condizioni X(0)=0
iniziali X(O) -0

k

Xx(0)=A =0
% )'((O):—a)nA1+a)sBl+%ia)n:

26

F
X F(t)=Fycos(w,t) oo 2k§\/](')_7
A =0

X(t) = —e =" sin(w,t) +ii§sm(a) t)

2k§w/1 &2



OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistemaad 1g.d.l.  X(f) =—e ' 2k§ﬂ3|n(w t)+ii§sm(a) t)
X(t) = [sm(a) gt 2 sin(a)st)]
2k 1- &2

k

m % X(t) =

X F(t)=F,cos(w,t)

(@)




OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. X(t) sin(a.t)| 1— =5 1

il J1-&2

2k

c k I I I
r T
% F,p/ﬁ"ﬂTTHTT'_FT'_PT
= /
X F(t)=F,cos(m,t) 2
: .
E ! i l — x()
-1r th—diﬂ—.‘h — ﬁm;nezza‘ll
0 I:. 1I'I] 1Ij 20




OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. FAD — X(t) 1 1_ géod 1
K2 J1- &2
K

“£=0.01

c k £=0.02
' £=0.05 ||

£=0.1
X F(t)=F,cos(w,t) |
: EI'I] 100
tT

FATL




(@)

LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

F(t)=F,cos(Qt)
X(t) = X -cos(Qt — @)

/

S

F(t)=F,cos(w,t)



LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

F(t)=F,cos(Qt)
X(t) = X -cos(Qt — @)

o k C/ 1
X T F(t)=F,cos(w,t)

dL = F(t)dx = F(t)x-dt



LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

F(t)=F,cos(Qt)
X(t) = X -cos(Qt — @)

(@)

’ (/ /
X T F(t)=F,cos(w,t)

dL = F(t)dx = F(t)x-dt

L=]F(t))’(-dt



LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

T T
L= [F(t)k-dt = [ F, cos(Qt)QX sin(Qt - ) di
0 0

]
= F,QX j cos(Qt)sin(Qt — ¢)- dt
0

k

(@)

T

% = F,OX j %[sin(ZQt — @) +sin(—)]-dt

0

FOX ., FOX . 27
XT F(t)=Fy,cos(m,t) — 02 Slﬂ((ﬁ)jdt = 02 Sln((g)E:
0

= 7k, X sin()



LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

o =0° 0180°
s 1 L=o 1 /\ 1 @=90°
: : L = 2F, X
| 1 N °
; : 1 x(t:/X Il 2 B : 1 x(t:/X Il 2
; | | p=a5°
6/7 L = F, X g

F(t)/FO

F(t)/FO

F(t)/FO




_m.;r _C.;r T_KX X(t) = X -cos(Qt — @)
f X(t) = —QX -sin(Qt — )

X(t) =—Q°X -cos(Qt — )
l F(t)=F,cos(Qt)

Forzaelastica molla =—kx — fase con x(t) =180° —» L, =0

Forza smorzatore = —cx — fase con x(t) = 270° — L_ = 7cQX?
Forzainerzia=—-mX — fase con x(t)=0°—> L, =0

$

Lavoro F esterna = 7, X sin(¢) = L,



l F(t)=F,cos(Qt)

Se Q=w, > ¢p=90°

w_ PR _ R R _FK1
co, [k c-2-k k 2¢
m  2Jkm

aF, X sin(p) = 7cQX

$

Fo.
X =—%sin
= (p)

Da soluzione generale
F 1

X =

k 2\2
o
W w

Q

n

;



DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLO SMORZAMENTO RELATIVO
METODO DEL DECREMENTO LOGARITMICO

Si basa sul’andamento delle ampiezze di oscillazione
rilevate sulla struttura, in seguito ad una perturbazione
iniziale.

1 T T T T

0.5

X(t)/x(0)
r?/
Ef’
—7
=
&
>
g
H
N

T

X(t) = e ' (Acos(m,t) + Bsin(a,t))




DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLO SMORZAMENTO RELATIVO
METODO DEL DECREMENTO LOGARITMICO

Rapporto di ampiezza tra due picchi successivi
T'=2%
a)s
o g‘f””t(Acos(wst) + Bsin(a,t)) _ e |
e =TI (Acos(w, (t+T') + Bsin(a, (t+T')) e »®T)

- . . . Decremento Logaritmico
o,
N e " 27

05 ]\‘\7\‘\ . o= In(efwn(t”- ] 5(() T'= éa) ;S
s NU/EZ\T S 21
e S

| ) -5

1 I2 I4 I6 I8 10 5 —

YT \/472'2 + 52



Fattore di amplificazione dinamica

DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLO SMORZAMENTO RELATIVO

METODO DELLA LARGHEZZA DI BANDA

Si basa sull'andamento del coefficiente di amplificazione dinamica del sistema al
variare della frequenza della forzante.

6

5.5

5

4.5

4

35

3

2.5

2

1.5

1

0.5




DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLO SMORZAMENTO RELATIVO
METODO DELLA LARGHEZZA DI BANDA

Calcolodir, edr,

D, 1 r=—

V2 22 . .
4 Ja-r2f +(2a)

D, =

1 1
Ja-r?f ragar 2v2¢

Elevando al quadrato

1 _ 1
(-r?f +az2r? 87

r*+2r2(2£2 ~1)+ (1-8£2)=0

(2, =1-2£7+ \/(252 “1f —(1-82%) =1-28% +,[(42" — 427 +1)- (1-852) =1- 252 + 281+ £2



DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLO SMORZAMENTO RELATIVO
METODO DELLA LARGHEZZA DI BANDA

r(,f'b =1-2E% £ 25,1+ &2

Per £<<1
r2, ~1-2£% 428
[, =1-2E2 428

Per x<<1 si puo porre

X
V14X z1+§+... ‘ rabzl_é:%_rg
r,=1-¢"-¢ r=1-&"+¢
~rb ra
S=75




RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA-MOLLA-SMORZATORE
EQUIVALENTE - SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

Dato un sistema meccanico formato da corpi rigidi, uniti a masse concentrate,
molle e smorzatori, il cui moto sia rappresentabile con il valore di una sola

grandezza.

Coordinata generalizzata
o “Lagrangiana”

Y.
I° O>.9 O




RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA-MOLLA-SMORZATORE
EQUIVALENTE - SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

_ Punti “significativi” del sistema
Rappresentazione

degli spostamenti o ‘ € R
F
Ir o 1o o
%) é) O m
X
{x}:<X2> oy [ =] K X
3
kX4/
(X} 97 . B . 0
* T "]
Xlza'-9 _a_
X, =8 _ o
Ix = 5.8 ixj=[d]9 [al=| 7
\X4:—8‘19 - &




RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA-MOLLA-SMORZATORE
EQUIVALENTE - SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

Punti “significativi’ del sistema
“Riduzione” ) o ‘ € R
delle forze X ! ’
e () F
F Ir lo e o L
0 > O { m
{f}:< L=J @
0 X
: c =l .
. B L 0° R
) T "
Lavoro forze effettive X spost effettivi = Lavoro forza ridotta x coord. lagrangiana

[N

w

N

SN

Qo=titl—— W=l
Q-9=9[d] {f}

Q=[d]{f}



o X O O
o O O o

N
S

WQX?\_?\_
S

Punti “significativi’ del sistema

a

[

€

P

" ©
O

of [ S]]

O

p

<

l

Vo

k- 9-9=9{d} [K]d}9

k™ =1{d} [Kid]

[
Ll

o O O o

o O o o

o X O O

o O O o

“Riduzione”
delle rigidezze
_kll k12 kl3
[K]= l;21 EZZ EZS {
31 32 33
_k41 I(42 k43
0 0 _
|00
|0 0
_0 0 -
I‘ Ll
Lavoro forze effettive x spost. effettivi = Lavoro forza ridotta x coord. lagrangiana
k™-9-9={x}' [k]ix]

RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA-MOLLA-SMORZATORE
EQUIVALENTE - SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

L= 5%k




RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA-MOLLA-SMORZATORE
EQUIVALENTE - SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

p
Punti “significativi’ del sistema

“Riduzione” a d
delle masse e ) ” g
degli smorzamenti

Ir o o o
m"={d}'[M [id} @ : O = {(m
¢ = {a) ca} ==l k ’

Equazione di equilibrio dinamico del sistema ridotto

m3+c9+k’'3=0Q



SISTEMA A 2 G.D.L. LIBERO NON SMORZATO

Esempio di sistema a 2 g.d.l.

m, X, + KX, +K,(x, —%,)=0

, m, X, +K,(X, =%, )=0
m 0 [[X k,+k, —Kk
1 “1 n 1+ 2 2 Xl :O
0 m, % -k, Kk, ||X
@ X, = X,
X, = X&'

e =
\XZJ xzelwt X2
X
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Esempio di sistema a 2 g.d.l.

K, _a)Z_ml O Xl eia)t_|_ k1_|_k2 _k2 Xl eia)t:O
0 m, || X, -k, K, || X,

T % -’ [M X e +[K X je" =0

(K]-e’m]fx}=o0

det(K]-w?[M])=0

T N L e R A
Xy —k2 |(2—6()2I’T'I2
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Esempio di sistema a 2 g.d.l.

de{kl +k, —0’'m, -k, }: 0

2

(k, +k, — w?m, Jk, — w?m, )—k? =

=kk, —@’m,k, +k; —@’m,k, —o’mk, + @*mm, —k;
=kKk, - a)zmzkl - a)2m2k2 - a)2m1k2 + a)4m1m2 =

= a)4m1m2 o (m2k1 +m,k, + mk, )+ Kk, =

:a)4_a)2[k1+k2+k2J+ klkz -0
m m m m,m,

2
[k1+k2+ kz]i (k1+k2+ kzj L
2 ml m2

a =
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Pulsazioni proprie

2
(k1+k2+ sz_ (k1+k2+ kzj 4 Kk,

ml m2 ml m2 m1m2
W, = 5
[k1+k2+k2] [k1+k2+k2j 4 Kk,
ml m2 ml m2 m1m2
w, =

Solitamente sono ordinate in modo crescente, per cui:
W, < W,
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Sostituendo una delle due pulsazioni proprie nelle
equazioni di equilibrio dinamico si ottiene un sistema di
due equazioni dalle quali ricavare quale ricavare X, ed
K, X2
k,+k, -k, ,,m 0 X,
—@ =0
-k, k, 0 m,|||X,
E necessario osservare che le due equazioni non sono
) linearmente indipendenti (Det=0).
2
X (1)
|
X, L'ampiezza relativa al grado di liberta “i", ottenuta per o = , si ottiene:
{[kl +k, kz}_ {ml 0 }fo”} B
j L=

Si ha, quindi, una sola equazione dalla quale ricavare
X, ed X..
Se si indica con:
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Da cui si ricava;

[(k, +k, )= ?m, XD —k,X{P =0

che non consente di determinare i valori effettivi dei
due spostamenti, ma fissa il loro rapporto:

X9 (k +k,)-a’m
XD

Gli effettivi spostamenti, noti a meno di una costante,
possono essere determinati solo fissando le condizioni
iniziali. Risulta tuttavia fissata la “forma” della deformata
assunta dal sistema per ogni modo proprio:

N
" “forme modali”

at




SISTEMA A 2 G.D.L. LIBERO NON SMORZATO

Caso particolare: k;=k,=k, m;=m,=m

2 2
ARG
, m m m) k(35
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Calcolo ampiezze di oscillazione

% w1=\/%£#)=\/%0.618
. _k[z—ﬁg‘z—ﬁ)j —k _

—k k(l— 3‘6]

A

2

o o e
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Calcolo ampiezze di oscillazione

o, = \/KM - \ﬁ.o.ms
] m 2 m )
k[z—ﬁg_z—ﬁ)J K

—k k(l— 3‘6]

2
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Calcolo ampiezze di oscillazione
e [,
m 2 m
k(z —£3+T£)J K
i k(l_M]
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Calcolo ampiezze di oscillazione
e [,
m 2 m
k(z —£3+T£)J K
i k(l_M]
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Condizioni iniziali
Tipicamente vengono fissati spostamenti e velocita
delle due masse ad un istante dato:

X (O) = X0
X (O) = X0
X2 (O) = X0
e (O) =Xy

In generale, I'oscillazione del sistema sara una
combinazione dei due modi propri:

(O} = Afr e + A, e

A, ed A, in generale complessi, con variazioni tra i due
modi propri in modulo e fase.

X} =a.e” Y, e +a,e{Y, e
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x(®)=a,e{Y, je'"" +a,e'"{Y, e

Derivando ed imponendo le condizioni iniziali:

)= ) ae tr )| = )

X20

xj % X(0)) = ima,e™ Y, f +im,a,e" Y, | = {):(10} = %o

X20

Considerando la parte reale si ottengo 4 eq.ni algebriche:
a, Cos(¢;) +a, Cos(p,) = X

a,r, Cos(¢;) + a,r, CoS(@,) = Xy
—w,a, SIN(@,) — ®,3, sin(@, ) = X
— w1, SIN(@,) — @,3,1, SiN(@, ) = Xy

da cui si possono ottenere i 4 coefficienti incogniti
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E particolarmente interessante il caso di velocita iniziali
entrambe nulle, per il quale si ottiene:
a, cos(¢) +a, cos(@,) = Xy,
k
' a,r, CoS(¢,) +a,r, CoS(@,) = Xy
— @3, 5IN(¢;) — ,8, sIn(p,) =0
M1 — @ sin(e,) - m,a,1,sin(p,) =0
X, %
m,

da cui:

a, Sin((”l) =0 ¢ = 0
. —
a, sin(p,) =0

@, =

a, = (Xzo — I XlO)

X, ="

a, = (r1X1o B Xzo)
Sl P
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X = X0

Caso:
(rlxlo - Xzo)
a, = =0
Ky nL—r,
per cui il sistema vibra solo secondo il modo proprio 1.
m,
m,

VAR

%t

%0

ERLAAL

t



@ Corsodi Progettazione Assistita delle Strutture Meccaniche —Partel

\éf SISTEMA A 2 G.D.L. LIBERO NON SMORZATO

Caso: X, =X},

X — X

% per cui il sistema vibra condo il modo proprio 2.
0.02
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Caso generale a, #0; a, =0
per cui I'oscillazione € una combinazione di quelle
ky corrispondenti ai due modi propri
0.02 T T T T
m,
m,

001

%0

x(0

— 001

Xy

_om | | | |
0 1 2 3 4 5

t

Nota: in generale, a meno che T,/T, non sia un numero razionale, il moto, a
stretto rigore di termini, non pud nemmeno dirsi periodico.
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Sistemi con possibilita di moti rigidi (labili)

X1 Xo
o—— k o——

S SYAVAVAYAY: IES
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Sistemi con possibilita di moti rigidi (labili)

5 mix)
(K]~ M]x} =0

det(K]-w?[M])=0

—_ 2 —_
detk @My k2 =0
—k K—o'm,

m—l
SN
+
|
> ~
P |
>
L 1
——
X X
N -
N
m—-
g
|
o
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' Sistemi con possibilita di moti rigidi (labili)
X1 X2
o—— k o—— ,
K—w"m, —K
m M\/\f m det 2 0
! 2 —K K—aw"m,

(k — w?m, Yk - @?m, )—k? =
=k? —@w’mk —o’mk + @*'mm, —k* =

= o'mm, — o’k(m, + m,) = & (@?mm, —k(m, +m, ))=0

o =0 X, =X Moto rigido

2
X ~m L
W = 1 2 2 1 Oscillazione
X m

1 2
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Equazioni di equilibrio

m, X, +C,%, +C, (X, — %, )+ kX, +K,(x, —x,)=0

X2

%k Mm%, +¢, (% — % )+ K, (X, — )= 0
3 ek Sl
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M Jixj+[Clxj+ [K Jixj =0

Si assume

X X,e'" Xy pict
X2 Xzeia)t X2

T -
X1 f
k2
m,

X X l\)>< '_\><
[
S
—
X X
NS -
N
m—l
S

N <
[
|
S
NS
—
xX X
) -
N
m—-
S
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[M Jix}+[CT{x} + [K Jix} =0
Sostituendo
‘ %n ~ o’ M X" +io|CEX je™ +[K[{X e =0
m, da cui:
X1T % ([K]—a)z[l\/l]+ia)[C]){X}=O
C, S
In generale il vettore spostamenti sara composto da numeri
m, complessi, per cui:

e i vari gdl vibrano con la stessa pulsazione
e | vari gdl possono avere uno sfasamento reciproco
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(K]-w*M]+ie[c]ix}=0
Sistema lineare omogeneo, per avere sin non banale:
. et k, +k, +io(c, +¢,) —w’m, —k, —iaxc, 0
—k, —iac, k, +iwc, —w’m,

my
xlT % (k1+k2+ia)(C1+C2)—a)2m1Xk2+ia)C2—a)2m2)—(k2+ia)c2)2 -0
K

In generale, radici in campo complesso:

— ) L i,,0)
m, w; =" +1o,
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_ ) 5 ,50)
C()j = Q) + ICz)n
Soluzione del tipo:
¢, “ X | Xl(J) oDt it
B (1) € €
X, X,
m;
xlT Andamento armonico smorzato
C, k2
Forme modali
: i )

Rapporto con ampiezza e fase
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Esempio di oscillazione libera secondo uno dei modi propri
1 | |
C, %kl
m; :
X1 0

[

N
VATAYAYS
spostamentof Ampiezza massa 1

— 1k -
m, — Massa 1 / v
— Massa 2
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Equazioni di equilibrio

m, %, + kX, +K,(x, —x,)=Fe*"

. 10t
m,X, +K, (Xz - Xl): Fy0e
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M i+ [K Jix} = Fje™

Soluzione “a regime”, dopo esaurimento del
transitorio iniziale

¥

Soluzione = Integrale particolare sistema non

omogeneo
(v ) iQt
kz ) Xl \ — Xle _ Xl eiQ’[ — {X }eiQt
. \X ) X 2eIQt X )

.1 [ _ iQ{xl}eiQt _ |Q{X }6iQt

}eiQt — _QZ {X }eiQt

iQt
F,0e

Fy(t)

N

o

X X X X
=
Il
e
N
f—J%\x
>
H
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e+
da cui
| L (Kot ix) - IF)
R e o S
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k, +k, -Q°m, -k, X, | _[R
—k, k, —Q°m, || X, F,

posto
ks A=(k1+k2 _szlxkz _QZmZ)_(kZ)Z

5
GJO
m, <[L"|',' si ottiene:
T = i
X4 u” 2
(kz - 'm2>'F10 + ko Fag
k X(Q)Z=
" o (k +k—Q2-m)-(k —Qz.m)—k2
3, 1+ ko= Qpmy | kp = Qg My ) — k7
I.I_N I
MBI g ko Fq+ | Ky + ko — Qn>m |-F
=) P10+ \ K1+ Kp =320 -My )-Foq

XAl Qn) =
2% ki + K 2 K 2 ko2
1+ Ko = Qg My )| Ko = Qg My | — Ko
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|
kl |

' : W1 =
definendo: 1 - 0= |—

Si possono porre nella forma:

2
i 20 | Fo Foo
% 2 | kg K
S o
L .
n Xl(QO) = — k . N .
= 0 0
< 2 0 0 2
0 Ll —||1-— - =
k 1 6012 0)22 1
2 L _
g% , .
N F10 ko Qqp | Fyo
1] - + 1 + - - *
= K1 N
L .
Xo(Qp) == k . N
0 0
2 0 0 2
=+ 1o — || 1-— |- =
1 (,)12 ®22 1
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L'andamento puo essere studiato per un caso particolare,
quale: m;=m,=m; k;=k,=k; F;,=F,,= F,, ponendo

K
oo E

E normalizzando gli spostamenti
rispetto alla freccia statica:

%g X o (1—rf2)+1 )
1 Rk [[2-rZ)i-r?)-1]
o X, (2-r2)+1

F ik [(2-r?Ji-r?)-1]




—— Massa 1
—— Massa 2

|
I =] ] =
i

|

10

EONE]S Blooalynualeisody

“G_woﬁn_ =(3)"4 Pd_womu_ =(3)%4

<

2

&

5

T

W

ANHH_u

N E

x w

S &l N 2
N_H_ =
o &

L I = |

mm

Anﬂl I
3 E

m&

7,

2

@)

2

—

D __
)

~

<

<

=

L

T

2]

7,
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Andamenti simili si ottengono in un caso generale, quale:
m,=10 kg, m,= 5 kg, k;=1500 N/m, k,= 1000 N/m
F.o=250 N, F,,=50 N

iOt
F,0e

Fy(t)

@, =9.021rad /s ) @®,, =19.199 rad /s
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Freccia statica prodotta dalle forze

| |
F10+ F20 Fio+ F20  Foo
51 = 62 = +
Ky Ky )
5 Fig+ Foq F ' F '
& 10t F20  Foo 20
Q + "
e 82 kl k2 14+ 2 .
I ~ = N
= 01 F10tF20 F10tF20
- kq K
k i I
o k1 Fpo ke 1
Q'nq) 1+ = 1+ k_ =
Q ko Fro+ Foo 2 Fio
L
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Uguagliando al rapporto tra gli spostamenti nelle forme
modali:

09
— =T

5

si ottiene: -1

iOt
Fi0€

iOt
F,0e

(J)
F10 ST

da cui: — = -1
on k2 r—1

|_\><
—:0
Ng —\/\/\/\/—HB —\/V\/\/—
F1(t):
|
N
o
+
H

Fy(t)
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-

F F
6. ol g ol
0y (20 Fy
it |
=} 5L |
"I'IE_:K_IJ'{”'I]}

— PR
— K}j{uﬂj o
L

w £2
kZ
e -3r ]
Q
(@)
(V]
[N
]
= -4t .
(@]
L
| |

0 10 0 30
L

@, =9.021rad /s @®,, =19.199 rad /s
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% 1 rl}{?}:o 1 rz}{Flo}io

20

X5 0 10 20 30
L

@, =9.021rad /s @®,, =19.199 rad /s
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Si vuole studiare il caso:
|
kl k2 i
= = (DO F20 =0
My My
Kk, .
2
: Q F
1
1-— 'k—o
ml 0)02 1
X, X1sd (QO) =T ) ) =
ko Q Qq ko
— 11— |1-—|-=
ky kq 2 2 | Kk
210 20
[ |
m,

Fy(t)= F e

Xasd(Q0) =T -
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' Q
Ponendo: [y =—
@, E
e normalizzando rispetto alla freccia statica: k_10
1
%kl
‘ 2
X, _ @_4})
T - Fio / k1 kz 2 AT
—Z41-r |l-r )2
X k1 f ( f ) k1
k,
X, _ 1
Fy / kl kz ﬁ
- k k

it
Fi0€

F,(t)
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Smorzatore dinamico
I I I
4_ —
k1 -

= 2+ —

ml Fl {'

X4
K, ol il
—— Massa l
m,

Spostamentofreccia statica

—— Massa 2

In risonanza lo spostamento della massa 1 € nullo.




SISTEMA A 2 G.D.L. SMORZATO CON FORZANTE ESTERNA

Forzanti aventi identica pulsazione, con possibile
differenza tra loro di ampiezza e fase

Equazioni di equilibrio

mlxl + Clxl + C2 (Xl — X2)+ klxl + k2 (Xl — X2 ) = Floelgt

m25<'2 +C, (Xz _ X1)+ kz (Xz _ Xl) — one1Qt
m, 0 |[X s C,+C, —C,|[|X s k,+k, =Kk, |[[x
0 m, X -C, C, ||X, -k, K, |1X,

{F }QiQt

{ I:10 }e it
FZO

[M Jix}+[Clix)+ [K Jix]
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'I
[M ]{X}+ [C]{X}-I— [K]{X} — {F }eiQt
% Soluzione a regime = integrale particolare sistema
non omogeneo.
Cy
Xl X e X it _ Ot
el e -

Fl(t): FlOeIQt

< .1 >:iQ{§((1} iQt IQ{X}elgt
1 >:_Q2{X1} 0t :—QZ{X}E'Qt

Fz(t)z FZOGIQt
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Sostituendo:

~ QM [X e +iQ[CKX e +[K[{X Je' = {F ¢!

(k]-o?m]+iclc]fx}={F}

—(O—
F,(t)= Fpe

Sistema lineare non omogeneo

k, +k, +iQ(c, +¢,) - Q°m, -k, —1Qc, Xl |k
—k, —iQc, k, +iQc, - Q°m, || X, F,

T%
R

iQt
I:209|—|

X
«—O
—O—
Fz(t)=
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iOt
Fi0€

C %k

T - % k, +k, +iQ(c, +¢,) —Q*m, —k, —1Qc, Xy _ F

X, % ~k, —iQc, k, +iQc, —Q%m, || X, F,
C 2

Fope™® F(t)

Posto:

+—O—
Fz(t)=

A = (k, +k, +iQ(c, +¢,) - Q2m, Jk, +iQc, —Q?m, )- (k, +iQc, |

Si ottiene:

X, 1]k, +iQc, -Q°m, k, +iQc, Fy
X,| Al k,+iQc, k, +k, +iQ(c, +¢,)-Q°m, ||F,
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-
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si ottiene:
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Fope™® F(t)

SISTEMA A 2 G.D.L. SMORZATO CON FORZANTE ESTERNA

Al variare dello smorzamento:

— c=2Nsm
—c=10N s'm
—— c=20N s'm

Ampiezza massa |
i———

30
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Equazione di equilibrio dinamico

M i+ [KJix; =0

Si cercano soluzioni del tipo

= e
[0 =-o x}e"

Sostituendo

o’ [MfXJe +[K X Je"* =0

(K]-o" M ix} =0
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Condizione per avere una soluzione non banale

det(K]-?[M])=0

(a)2 )n + an_l(co2 )H +.+ al(a)z)+ a =0  “Polinomio caratteristico”

W <, <..<®, n radici (autovalori) tutte reali (K ed M simmetriche)

Sostituendo un autovalore w; & possibile determinare il relativo
autovettore Y; (forma modale), soluzione di:

(K]-a2m ], }=o0

Dato che il determinante e uguale a 0, la soluzione € nota a meno
di una costante e deve essere normalizzata, ad esempio:

{Yj }T [M ]{Yj}:]'
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Problema agli autovalori in forma standard:
K1Y 1= oMY, |
M7 K]‘{Yj }: @; {YJ}

[Al=[M]K]

A; = a)J2

A{YJ }: A {YJ}

A{YJ }: w; {YJ}
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Gli autovalori cojz ed i relativi autovettori Y; sono solitamente
organizzati in due matricin x n

w@ 0 - 0
[a)-z] 0 w, - 0
o 0 - u
Y]=[{v,} i, - {v.}] “Matrice modale”



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO NON SMORZATO
PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Ortogonalita rispetto alle matrici M e K

Presi due modi propri qualsiasi:

([K]-2 MKy, -0
([<]-w?[mlv.}=0
Premoltiplicando la prima per {Y_}'
v J (K]- o2, } =0
Trasponendo la seconda e postmoltiplicando per {Yr}
Y7 (KT -?[MT .} =0

Dato che M e K sono simmetriche

(KT - o MT Y =T (K]-o2M DY,



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO NON SMORZATO
PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Ortogonalita rispetto alle matrici M e K
Si ha:
v (K]-of MY, =
) (K- w2y, )=
Sottraendo

(07— T M, =0 {

Y1 IMRY.}=0 sew, #o

[
ol MY,

r

0 se o, =,
Inoltre si ha

oS [KRY j=or Y MY, {

Infine;

2 = Y KKY.} | k. | Rapporto di Rayleigh
T ¥ My, ) Im | (k,m,rigidezza e massa “‘modali” per il modo r)

YV IKRY.}=0 sew, %o
VI IKRY.}20 se o, =




SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO NON SMORZATO
PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Il prodotto della matrice modale per la matrice di massa :

/

YT MY

0 m2 /0/
0

m<0 .. 0])

/7 masse modali

YT [K]Y]

L0 0 0 m,])

—

0

L0 0 0 k|

(_kl M\

—

~

Matrice di massa principale

7 rigidezze modali

Matrice di rigidezza principale
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Se, in particolare, si normalizzano le forme modali in modo che risulti:
ey MRy §=1

si ha:
e KR f=of

Il prodotto della matrice modale per la matrice di massa diviene:
. :
i MRy =[]
_0)12 0

Ikli=) ©

o O O

o
o
o
8l\)

>




SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO NON SMORZATO
PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

';
Autovalori nulli
Dato che risulta :
YT KTy ]=[e]
si ha:
det([Y T [K]v])= det[Y T det[K ]dety ] = det|w?|= ] o
Se la struttura e labile, si ha: |

det[K |=0

il che implica che alcuni degli autovalori siano nulli. Il numero di autovalori
nulli € pari al grado di labilita della struttura



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO NON SMORZATO
PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

4
Indipendenza lineare
Un sistema di vettori € linearmente indipendente se la condizione:
Z a; {Yi } =0
ir;lplica che tutti gli a; siano uguali a 0.
Si osserva che la condizione e equivalente al sistema lineare, omogeneo:

Y Jla}=0
Dato che si ha:

Y m]y]=[1]

det([y T [M Ty ])=det[Y T det[M ]det[y ]=det[1]=1

Per cui:

det[Y ]=0

e di conseguenza si ha la sola soluzione banale {ai } =0



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO NON SMORZATO
PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Forme modali come base

Date le proprieta di indipendenza ed ortogonalita, le forme modali
costituiscono una “base”, per cui qualsiasi vettore dello spazio
vettoriale puo essere espresso come combinazione lineare di essi:

v=Xbi)-[b)

con i coefficienti b, scalari univocamente determinati
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Autovalori coincidenti

In alcuni casi e possibile ottenere degli autovalori coincidenti (aventi quindi
molteplicita maggiore di 1).

Un primo caso in cui questo puo verificarsi, si ha quando la struttura presenta
una simmetria di rotazione, con angolo caratteristico < 180°,
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Autovalori coincidenti

La coincidenza degli autovalori puo inoltre verificarsi, anche tra modi di
vibrare indipendenti.

Ad esempio, e possibile fare in modo che, in un albero con due volani, la
prima pulsazione flessionale e la prima torsionale coincidano.




SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO NON SMORZATO
DISACCOPPIAMENTO DELLE EQUAZIONI DEL MOTO

Le proprieta delle forme modali consentono di esprimere il vettore spostamento
come una loro combinazione lineare:

x@®=IY fiai} @)=Y fia ) () =1 idi

Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:

MY Reiij+[KTY Raij=0

Pre-moltiplicando per la trasposta della matrice modale:

YT M I I+ Y T (KT o} = [1 Y )+ diagoo? o } = 0

che costituisce un sistema di “n” equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:

G + g, =0



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Equazione di equilibrio dinamico

[M i+ [C Jtx+ [K ix =0

Si dovrebbero cercare soluzioni del tipo
xj=1{Zje"

ix}=A{z "

{x}=22{z "
sostituendo:
ZMzle™ +2|Cclzle™ + K[z le* =0

da cui;

(2[M]+2[c]+[K]fz}=0



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

M1+ alcl+[k]fz}=0
Per avere soluzione non banale
det(22[M ]+ A[C]+[K])=0
Da cui il polinomio caratteristico:
AN ra AN+ +a, A ra,, =0

N coppie di radici (autovalori) A; complesse coniugate, che sostituite,
forniscono N coppie di autovettori complessi {Z}.

Problema agli autovalori in campo complesso, risolvibile direttamente
per piccoli N, o con metodi numerici per N grandi.



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
MATRICE DI SMORZAMENTO DIAGONALIZZABILE (smorzamento “classico”)

In generale
[vJ'lclv]
non € una matrice diagonale, per cui le equazioni del moto non possono
essere disaccoppiate.
Se lo smorzamento e molto piccolo, diviene lecito assumere forme

diagonalizzabili della matrice di smorzamento. In tal caso si ha (Smorzamento
Classico o “Classical Damping”):

[YI'lclv]=

0 0 0 c,

Cig =25,



2 SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
' MATRICE DI SMORZAMENTO DIAGONALIZZABILE (smorzamento “classico”)

Ponendo:

xol=fla @y  &oOf=[la;  {xOp=[Y 4]
Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:
MY Jai §+[CY i, j+ [K]Y Jiai =0

Premoltiplicando per la trasposta della matrice modale

Y MDY Rei y+ Y T ICTY et 3+ [Y I [K DY Ra f =0

da cui:

[I ]{qu }"' diag[zé:ia)i ]{qu }"' diag[a)i2 ]{Qi } =0



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
MATRICE DI SMORZAMENTO DIAGONALIZZABILE (smorzamento “classico”)

(1, }+ diag[2& e, }g, }+ diag|w? (g, } = 0

Sistema di N equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:

. . 2
4; +26,0,0; + o7q; =0
cui corrispondono autovalori

A =—Go, iia)i\/l_é:i2 = -G, Ty



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
SMORZAMENTO CLASSICO

Si dimostra che la matrice di smorzamento e diagonalizzabile se:

€)= M a (] K]

Se si pone m=1, si ottiene il cosiddetto smorzamento proporzionale (o
di Rayleigh).

Cl=alM]+AlK]



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
SMORZAMENTO CLASSICO

MY, }=0 per"s"#"r"
TIMIY.}=1 per"s'="r"

Si ottiene:

2
Ciy =+ po;
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SMORZAMENTO CLASSICO

2
Cig = a + Po,

Combinando con: Cjy =25;®;
Si ottiene:

_ 2 =
Zé:r W, =a-+ IBa)r =
H
1 3
é:r — A _+ﬂa)r E
2\ o, 5
&
o
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i ' SMORZAMENTO PROPORZIONALE - AUTOVETTORI
Combinando
(#[M]+alc]+ [k Iz} =0 C]=aM]+ K]

(2[M]+ 2aM ]+ 28[K ]+[K ]}z } =0

Raccogliendo a fattor comune
(M2 + 2c)+[KJa+ 28))z ) =0

Moltiplicando per [M]1

9 A+ la
mIkiz)=- el

Il problema e identico a quello del sistema non smorzato

MI'[Kiz,}= o} {z;)

Per cui ha gli stessi autovettori ed autovalori : —

¥ +2a)_
1+18)
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SMORZAMENTO PROPORZIONALE - AUTOVETTORI

#+ia)_
1+48)

~ (2 + 2a)= 0 (1+ 2p)
X+da+al(1+28)=0

22+ Ao+ fo?)+ o =0

—(a+,6’a)j2)ir\/(a+,6’a)j2)2 —4a)j2
2

A=
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MATRICE DI SMORZAMENTO DIAGONALE

Se i termini fuori diagonale della matrice
T
Ci]=[¥]'[c]Y]
sono trascurabili, si puo assumere per essa una forma diagonale, nella quale lo

smorzamento di ogni modo viene generalmente ottenuto direttamente per via
sperimentale

£ 0 .. 0
c, ]~ ¢ g <N

0 0 0 &

Spesso si possono determinare solo i primi n modi




N SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
' REQUISITI SULLO SMORZAMENTO PER DIAGONALIZZAZIONE

Se lo smorzamento e piccolo, si puo ritenere che gli autovalori e gli
autovettori differiscano poco da quelli del sistema non smorzato:

A =lw + AL
{Zi } ~ {Yi }+ {Azi }
Sostituendo si ottiene:
(- @? +2iwA% + AZ M+ (i, + A4 C]+ [KI(Y, }+ {az, ) =0

M — 02 [M [AZ }+ 2i0 AL MY, 4+ 2l AL M [{AZ, } +

AAA M- AACNHAZ + i [C Y, 4+ At
TS -+ [K RAZ =0

Trascurando i termini di secondo ordine i prodotti CAAL e CAZ

e tenendo conto che: ([K]—a)iz[M ]){Yi}: 0

si ottiene:

([K]_ oM ]){Azi f+io(2a%[M]+[C]Y }=0
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CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Pre-moltiplicando per la trasposta della forma modale:
o ([K]_ M ]){Azi frio Y| 2az[M]+[C]HY }=0

) 2a[M]+[C]iy j=0

Da cui si ottiene:

Tl q

oMY 2

A =—ﬁ+ia)i
2

Termine reale negativo, che produce una riduzione esponenziale nel tempo
delllampiezza delle oscillazioni
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CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Espandendo AZ in termini delle forme modali del sistema non smorzato:

AZ. =ias{vs}

S#i

Sostituendo e pre-moltiplicando per la trasposta della forma modale “j™:

¥ (K]-@7m ])SZillas{Ys}Jr i, Y, [ (2a1[M]+[C]fv ) =0

Tenendo conto della ortogonalita e del fatto che:

(K- of M }=o0

Si ottiene:

{Yj }T ([K]—a)f[M ]){YJ }0‘1 +lo, {Yj }T [CRy,}=0
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' CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

b, (K]0 MDY, oy +i B, T[T =0
Ricordando che::

Y KR = of

v MRy f=1
Si ottiene

(a)J2 —a)iz)aj +ia)idji =0

Da cui:




S, SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
' CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

AZ, |~ % (;)?)Ifjlajjz ){YJ }

J#

Dividendo per il quadrato di o, ed osservando che:

il MRy f=m, =1

{M}WK}M}:ki:af

Cori= 24/ KiM; =2,
Si ricava: n 12C .
{Azi}zZ = 2 {YJ}

j=1 a
17 Ccr,i o
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CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

AZ, |~ Zn: iZCji’da)z {Yj }

J=1 1 j
171 Ccr,i 9
@,
Ipotizzando:

* errore complessivo di circa il 10% sulla forma modale

* rapporti di frequenza paria 2, 3, 4, 5...
« valori dei termini di smorzamento fuori diagonale tutti uguali

Si ottiene:

Cii g 1 1 1
0.1>2 c. (1_22)+ (1_32)+ (1_42)+...
Da cul

14 <~0.03
C
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METODO DELLO SPAZIO DEGLI STATI

Qualora la matrice di smorzamento non sia diagonalizzabile,e necessario
procedere alla soluzione diretta del problema agli autovalori in campo complesso.
Nel seguito vedremo le principali caratteristiche della tecnica di soluzione detta di

Analisi nello Spazio degli Stati (State Space Analysis”)

Vettore della variabili di stato (2N componenti):

() - ;ﬁﬁ

Si aggiungono alle N equazioni di equilibrio, N ulteriori equazioni sempre
verificate:






SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

Assumendo una soluzione del tipo:
) =X je"
Xj=siX Je*

Si ottiene:




SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

Sostituendo:

1= e Ll U [l ol <c
| 200 | s

s%{X le
Si ottiene:

s|AfU Je* +[BJU le® =0

Ovvero:

(s[Al+[B]}U}=0

Problema agli autovalori in forma generalizzata
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RISPOSTA LIBERA

Problema agli autovalori in forma generalizzata
(s[A]+[B]jU}=0
N coppie autovalori complessi coniugati + N coppie autovettori complessi
Sis {Zi} Si {Zi}

coniugati
Autovalore + Coniugati
autovettore

Autovettori nello spazio della variabili di stato:

W=l



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

Autovettori nello spazio della variabili di stato:

W{{?z}}}
wl-{ 4%

Matrice modale complessa 2Nx2N

[\N]:[{\Nl} {Wz} - _]

Vettore variabili di stato come combinazione lineare autovettori complessi

w(t)y =W [ia(t);
() =w Jia(t);



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

Sostituendo nel sistema originale:

w(t); =W Jia(t);
() =W [a();

Si ottiene:

[Alw Jidj+[B]w fiaj=0

Moltiplicando per la trasposta della matrice modale complessa

W {AIw R+ W ' [B]w fiaj =0

Tenendo conto della ortogonalita, che vale anche per queste forme modali:

diag[a]iq}+ diag[b{a} =0

[Aluj+[BJuf=0



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

diag[a]id}+ diag[blig} =0

Sistema di 2N equazioni disaccoppiate del tipo:

a,q, +bg=0

Soluzione di ciascuna di esse

s, t
q,(t)=Q, e
Soluzione complessiva

2N

w(t)=2 W, Qe

r=1



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
EQUAZIONI DISACCOPPIABILI

L'equazione di equilibrio dinamico per il sistema smorzato con forzante esterna:
[M Jix}+ [C fix}+ [K Jixj = {F (t);
Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:

@)=Y fia)

pre-moltiplicando per la trasposta della matrice modale, qualora la matrice C sia
diagonalizzabile, si ottiene:

_510)1 0 - 0 0)12 0O - 0
0 &w, — 0 |, |0 & - 0

ads] O T fak % T al=bT o)
0 0 0 &o, 0 0 0 ]

che costituisce un sistema di “n” equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:

0; +26,0,q; +C‘)iZQi = {Yi }T {F (t)}: f
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EQUAZIONI DISACCOPPIABILI

' Nel caso la forzante esterna abbia andamento nel tempo di tipo armonico:
4; +2&;0,0; + 0q; = f,e
Assumendo una soluzione del tipo:
oF (t) = Qjeigt
Si ottiene:

2 iOt - iOt 2 ot iOt

Q. = I
J (a)J'Z_Q?)_i_Zié:jijj




N, SISTEMI CONTINUI
4 TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI ESTENSIONALI

L

A

A 4

dz]|

Equazione di equilibrio:

PAdz-U =N +8—Ndz— N
0z
.. ON
PAU =— N :EAg:EAa—u
0z Z
2
ON _ E,A\a_lzJ
/ 0z 0z
o°u
Al = EA——
P 0z°



SISTEMI CONTINUI

TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI ESTENSIONALI

L




SISTEMI CONTINUI

'.' TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI ESTENSIONALI
L >
[ ]
=
' O°T(t
, O°U l(z,t)=2(z) 8t2()
U=vi—3 u(z,t)=2(z)T(t)




SISTEMI CONTINUI

" TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI ESTENSIONALI
) L ‘
[ 1
—

T-aT =0
VZZ“ —aZ:O\

T+@’T =0
l T (t) = A-cos(at) + B -sin(at)
2
z" +w—ZZ =0
| %
Z(z) =C-cos(yz) + D-sin(yz2) Z:Q
y



SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI ESTENSIONALI

L

g

Trave bloccata agli estremi

u'(0,t)=z"'(0JT(t)=0

2'(0)=0
z'(L)=0

C=0

D-sin(yL)=0

QL=k7Z'

u'(L,t)=z"'(LjT(t)=0



SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI

L

A
A 4

[ 1
z dz]|
X |

Equazione di equilibrio:

PAdz V=T +£dz—T

0Z
Z T =—EN"
oT oT
) AV = — ~ =—ENY
v =—k*y" AP oz



SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI




SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI

< L »
[ 1
Z dz|
X |
T--I—C()ZT:O '|:+a)2T:O
k’Z" —»°Z =0 T (t) = A-cos(wt) + B -sin(wt)
2¢
zV -2 77V - 4*7=0 dove;(:\/é
% Vv
S4—Z4 :O
S=xy*ly

Z(2)=C,-e” +D,-e ” +E,-e” +F, -

Z(z2) =C-cos(yz)+ D -sin(yz) + E -cosh(yz) + F sinh(yz)



Y SISTEMI CONTINUI
' TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI

L

[ 1
Z dz |
X |

Trave incastrata agli estremi
v(0)=v'(0)=v(L)=Vv'(L)=0

Z(0)=2'(0)=2Z(L)=Z"(L)=0

Z(0)=C+E'=0 C=-E
Z'(0)=D+F =0 D=-F

C(cos(yL)—cosh(zL))+ D(sin(yL)—sinh(yL)) =0
2= C(sin(yL) +sinh(4L)) + D(cos(xL) — cosh(yL))]=0



SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI

L

[ 1
z dz]|
X |

Trave libera nello spazio
VII (O) :VIII (O) — VII (L) :VIII (L) — O

ZII(O):ZIII(O):ZII(L):ZIII(L):O
Z"(0)=-C+E =0 C=E
Z"(0)=-D+F =0 D=F

7°[C(cos(zL) —cosh(xL)) + D(sin(zL) —sinh(zL))] =0
2°[-C(sin(xL) +sinh(xL)) + D(cos(xL) —cosh(xL))]=0



