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DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLO SMORZAMENTO RELATIVO
METODO DELLA LARGHEZZA DI BANDA

a

METODO DELLA LARGHEZZA DI BANDA
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RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA‐MOLLA‐SMORZATORE 
EQUIVALENTE ‐ SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

a
EQUIVALENTE  SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL 
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RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA‐MOLLA‐SMORZATORE 
EQUIVALENTE ‐ SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

a
EQUIVALENTE  SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL 
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EQUIVALENTE ‐ SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL
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Punti “significativi” del sistema
“Riduzione” 
delle forze

α ε

a
M

ec
ca

n
ic

a

m

F θ2 3
4

delle forze

⎪
⎫

⎪
⎧

⎪
⎫

⎪
⎧ 1 Ff

In
ge

gn
er

ia m

c k
1

x
{ }

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨=

0
0
0

4

3

2

f
f
f

f

is
tr

al
e 

 in
 I ⎭⎩⎭⎩ 4f

β δ

st
ic

a/
M

ag
i

{ } { }fxQ T=⋅ϑ
Lavoro forze effettive x spost. effettivi = Lavoro forza ridotta x coord. lagrangiana

{ } [ ]ϑdx =

β

d
L

S
p

ec
ia

lis { } { }fxQ =⋅ϑ { } [ ]ϑdx

[ ] { }fdQ Tϑϑ =⋅

C
d

[ ] { }fdQ T=



Corso di Progettazione Assistita delle Strutture Meccaniche – Parte I

RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA‐MOLLA‐SMORZATORE 
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Esempio di sistema a 2 g.d.l. 
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Esempio di sistema a 2 g.d.l. 
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Esempio di sistema a 2 g.d.l. 
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Esempio di sistema a 2 g.d.l. 
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Calcolo ampiezze di oscillazione
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Calcolo ampiezze di oscillazione
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Calcolo ampiezze di oscillazione
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Equazione di equilibrio dinamico
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Condizione per avere una soluzione non banale
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nωωω <<< ...21 n radici (autovalori) tutte reali (K ed M simmetriche)
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Sostituendo un autovalore ωj è possibile determinare il relativo 
autovettore Yj (forma modale) soluzione di:
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 autovettore Yj (forma modale), soluzione di:

[ ] [ ]( ){ } 02 =− jj YMK ω

D t h il d t i t è l 0 l l i è t
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M Dato che il determinante è uguale a 0, la soluzione è nota a meno 
di una costante e deve essere normalizzata, ad esempio:
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Problema agli autovalori in forma standard:

[ ]{ } [ ]{ }XMXK 2
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[ ] [ ]{ } { }XXKM 21 ω=−
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⎤⎡ 2

Gli autovalori ωj ed i relativi autovettori Yj sono solitamente 
organizzati in due matrici n x n
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⎥
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2 00
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ω
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ω
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⎣ −
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200 n
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“Matrice modale”[ ] { } { } { }[ ]nYYYY −= 21
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Il prodotto della matrice modale per la matrice di massa :

⎤⎡
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⎥
⎥
⎥
⎤
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⎡

=T m
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YMY
0
0...0
0...0

2

1 masse modali

Matrice di massa principale
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is
tr

al
e 

 in
 I

 in
 In

ge
gn

e

[ ] [ ][ ] ⎥
⎥
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1 rigidezze modali
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Se, in particolare, si normalizzano le forme modali in modo che risulti:
{ } [ ]{ } 1=r

T
r YMY
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si ha:
{ } [ ]{ } 2

rr
T

r YKY ω=
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ca Il prodotto della matrice modale per la matrice di massa diviene:
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Ortogonalità rispetto alle matrici M e K

Presi due modi propri qualsiasi:
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a

[ ] [ ]( ){ }
[ ] [ ]( ){ } 0

0
2

2

=−

=− rr

YMK

YMK

ω

ω
Presi due modi propri qualsiasi:
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[ ] [ ]( ){ } 0=ss YMK ω

{ } [ ] [ ]( ){ } 02T YMKY

Premoltiplicando la prima per { }T
sY
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T

s YMKY ω

Trasponendo la seconda e postmoltiplicando per { }rY
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TT

s YMKY ω

Dato che M e K sono simmetriche
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Ortogonalità rispetto alle matrici M e K

Si ha:

a
M

ec
ca

n
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a
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a { } [ ] [ ]( ){ } 02 =− rr

T
s YMKY ω

Si ha:

{ } [ ] [ ]( ){ } 02T YMKY
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T
s YMKY ω

Sottraendo
{ } [ ]{ }⎪⎧ ≠=T seYMY ωω0
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( ){ } [ ]{ } 022 =− r
T

srs YMYωω
{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=≠

≠=

rsr
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rsrs

seYMY

seYMY

ωω
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Inoltre si ha
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s YMYYKY 2ω=
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{ } [ ]{ }⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=≠
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seYKY

seYKY
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0
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Infine:

Rapporto di Rayleigh
(k i id “ d li” il d )C
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Indipendenza lineare

Un sistema di vettori è linearmente indipendente se la condizione:
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Un sistema di vettori è linearmente indipendente se la condizione:

{ } 0=∑
i

ii Ya
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ca implica che tutti gli ai siano uguali a 0.

Si osserva che la condizione è equivalente al sistema lineare, omogeneo:
[ ]{ } 0=iaY
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Dato che si ha:

[ ]{ }i

[ ] [ ][ ] [ ]IYMY T =
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Per cui:

[ ] [ ][ ] [ ]

[ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ] 1detdetdetdetdet === IYMYYMY TT
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Forme modali come base

Date le proprietà di indipendenza ed ortogonalità le forme modali
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Date le proprietà di indipendenza ed ortogonalità, le forme modali 
costituiscono una “base”, per cui qualsiasi vettore dello spazio 
vettoriale può essere espresso come combinazione lineare di essi: 
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ii bYYbV ==∑

con i coefficienti b scalari univocamente determinati
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Autovalori nulli

Dato che risulta :
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Dato che risulta :

[ ] [ ][ ] [ ]2
i

T YKY ω=
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[ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ∏===
i
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TT YKYYKY 22detdetdetdetdet ωω

si ha:
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Se la struttura è labile, si ha:

[ ] 0det =K
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il che implica che alcuni degli autovalori siano nulli. Il numero di autovalori 
nulli è pari al grado di labilità della struttura

d
L

S
p

ec
ia

lis
C

d
L

M
C

d



Corso di Progettazione Assistita delle Strutture Meccaniche – Parte ICorso di Costruzione di Macchine – Dinamica Strutturale

SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO NON SMORZATO
PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

a
PROPRIETA  DELLE FORME MODALI 

Autovalori coincidenti

In alcuni casi è possibile ottenere degli autovalori coincidenti (aventi quindi
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In alcuni casi è possibile ottenere degli autovalori coincidenti (aventi quindi 
molteplicità maggiore di 1). 
Un primo caso in cui questo può verificarsi, si ha quando la struttura presenta 
una simmetria di rotazione con angolo caratteristico < 180°
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Autovalori coincidenti
Il numero di autovalori coincidenti effettivamente individuati dal metodo 
numerico di ricerca può dipendere dal “mesh” risultando comunque minore o
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numerico di ricerca può dipendere dal mesh , risultando comunque minore o 
uguale di n = 360°/α.

Esempio:
Due autovalori uguali, con autovettori distinti per una 
rotazione di 90°
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quadrata, α=90°
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Autovalori coincidenti

Esempio: Due autovalori uguali, con autovettori distinti per una 
rotazione di 45°
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Autovalori coincidenti

Esempio: 
Guscio sferico

Cinque autovalori uguali
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Guscio sferico
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Autovalori coincidenti

La coincidenza degli autovalori può inoltre verificarsi anche tra modi di
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La coincidenza degli autovalori può inoltre verificarsi, anche tra modi di 
vibrare indipendenti.
Ad esempio, è possibile fare in modo che, in un albero con due volani, la 
prima pulsazione flessionale e la prima torsionale coincidano
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prima pulsazione flessionale e la prima torsionale coincidano.
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Le proprietà delle forme modali consentono di esprimere il vettore spostamento 
come una loro combinazione lineare:
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{ } [ ]{ }iqYtx =)( { } [ ]{ }iqYtx && =)( { } [ ]{ }iqYtx &&&& =)(

Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:
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q q

[ ][ ]{ } [ ][ ]{ } 0=+ ii qYKqYM &&

P lti li d l t t d ll t i d l
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02 =+ iii qq ω&&

che costituisce un sistema di “n” equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:
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Equazione di equilibrio dinamico

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } 0C &&&
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[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } 0=++ xKxCxM &&&

Si dovrebbero cercare soluzioni del tipo
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[ ] [ ] [ ]( ){ } 02 =++ ZKCM λλ

con autovalori ed autovettori soluzione della:
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Se lo smorzamento è piccolo, si può ritenere  che gli autovalori e gli 
autovettori differiscano poco da quelli del sistema non smorzato:
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Sostituendo si ottiene:

( )[ ] ( )[ ] [ ]{ }{ } { }( ) 02 22 Δ++Δ++Δ+Δ+ ZYKCiMi λλλ
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( )[ ] ( )[ ] [ ]{ }{ } { }( ) 02 22 =Δ++Δ++Δ+Δ+− iiiiiiii ZYKCiMi λωλλωω
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Trascurando i termini di secondo ordine, i prodotti CΔλ e CΔZ e tenendo conto che: 
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[ ] [ ]( ){ } [ ] [ ]( ){ } 022 =+Δ+Δ− iiiii YCMiZMK λωω
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Se lo smorzamento è piccolo, si può ritenere  che gli autovalori e gli 
autovettori differiscano poco da quelli del sistema non smorzato:
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Pre-moltiplicando per la trasposta della forma modale:
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Espandendo ΔZ in termini delle forme modali del sistema non smorzato:
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Introducendo lo smorzamento:
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È possibile rendere diagonalizzabile la matrice di smorzamento attraverso 
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• assumere uno smorzamento “proporzionale” o di Rayleigh:
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Se la matrice C è diagonalizzabile, si ottengono n equazioni disaccoppiate :
2
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per cui la risposta a condizioni iniziali fissate si ottiene come combinazione delle 
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a
EQUAZIONI DISACCOPPIABILI

L’equazione di equilibrio dinamico per il sistema smorzato con forzante esterna:

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } ( ){ }tFxKxCxM =++ &&&

a
M

ec
ca

n
ic

a
n

ic
a Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } ( ){ }tFxKxCxM ++

In
ge

gn
er

ia
er

ia
M

ec
ca { } [ ]{ }iqYtx =)(
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che costituisce un sistema di “n” equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:
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Nel caso la forzante esterna abbia andamento nel tempo di tipo armonico:
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Una possibile procedura di soluzione, prevede l’introduzione di una  relazione 
aggiuntiva, ovviamente verificata:
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Una possibile procedura di soluzione, prevede l’introduzione di una  relazione 
aggiuntiva, ovviamente verificata:
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