Allungamento

mg
k

Posizione

molla =0 O

riposo massa

XI

A

Analisi delle forze agenti

[ -

m

mg

OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

X'=x+ 09 —mX'—kX'+mg =0

X'=X

—mX—k(x+%)+mg =0
—mX—kx—mg+mg =0

mX +kx =0

Equazione del moto non influenzata dalla forza
peso



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. k s

mx +kx = 0 X+—X=X+w'x=0
m
Xx(t) =C,e" +C,e™
2 +w’ =0 2, =tlo,

x(t) =C.e' +C e

X T X(t) = C, cos(m,t) +C, sin(w,t)
X(t) =C, cos(mw,t + @;)
X(t) =C, cos(w,t + ¢,)



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. 1 Energia totale
E.==m-x° . .
2 B E=ErE,=Jmi ok
1 ) 2 2
E,=—-k-X
2
X(t) = Asin(w,t)
K Soluzione trovata .
X(t) = Aw, cos(m, t)
1 , 1 - 2
m E= Em-(Aa)n cos(a,t)) +§k-(Asm(cont)) =

2
X = A?(m w’ cos”(w,t) +ksin® (a)nt))

2
E=cost > mo’ =k E:A?(mkcosz(a)nthksinz(a)nt)]:
m

K 2 2

On =1 = A2k (cosz(a)nt)+sin2(cont)):

m = Ccost




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. MX + kx = FoeiQt = Fo COS(Qt) (Q * C()n)

X(t) :Eeth + Czezzt]+[Xe‘Qt]

Integrale generale Integrale particolare
omogenea associata non omogenea

K Verifica validita integrale particolare non omogenea:
x(t) = Xe'* X(t) = iQXe™
m X(t) _ _QZ XeiQt

X F(t)=F,cos(Qt) — mQZXeiQt + kxeiQt _ FoeiQt

KR KR 1 K 1
L 2 2 2
k —mQ kl_mil kl_ O

X




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO T
KXei.Qt
it

Freccia
statica

(PXeix ¢

T Xelsx

K Xe'“® l

1( \
F 1
Q 2
0
\_ n/ _J
Fattore di
amplificazione
dinamica
mQ2Xe'® M
m

iXe

-

mQZ xeiQt

T m
QZXe"Qt l FoeiQt

10
18]
Q
IS
E 5
'-E J
(5}
c
2
N
1]
(&)
= 0
=
S
5+
5
L
g -5
©
LL
/
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OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. mX + kx = F e""n X + @, 2y — ie'a)n
m
x(t) ={xte™ X(t) = Xe'" (L+iw,t)
e st g(t) = o, Xe " (20 - o t)

%) - i F i ot
o, Xe'" (2i — . t)+ o’ Xte ntzﬁe :

2i X — o’ Xt + w? Xt _R
m

X F(t)=F,cos(m,t)
FF' 1 R o,

X = = :
m 2w, Kk 2i




Fa)
2i

Ampiezza/Freccia statica

't = —

OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Dato che, in corrispondenza di ®,,
il sistema e in grado di oscillare
senza cedere energia all’esterno,
tutto il lavoro fatto dalla forza
applicata si tasforma in aumento
del suo contenuto enegetico.

40,

20

- 20

- 40
0

t/T



OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

27

. F .
X=-i—Lowte T
(t) P

Forza
esterna

g™’ (1+| t)]{ i—2 ’te'™

Jooe
a)e"
K

o 2 F lw,.t
% b 2| o gien
n__
Forza Forza
d'inerzia elastica
F
k

Forze agenti normalizzate

10

= Forza d'inerzia ”
— Forza elastica /\

= FQrza esterna /\
y

- 10

o



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Forzante armonica di ampiezza proporzionale al quadrato della pulsazione

Asse di rotazione '
MX +kx = m_AQ%e"*
m A :
X+w X =——Q%""
M
- X(t) = Xe"  x(t) =iQXe™
X(t) = —Q°Xe'™
k A, o, ior MA o o
_QLXeIQL +w:xe|§2t — I\;I QLeIQL




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Eccitazione per moto del supporto

mX +k(x—y)=0

1Qt

a)ZYeiQt

n

g K\ i
X+w'x=—Ye =

yip mX + kx = ky = kYe -

x(t) = Xe'™  x(t) =iQxe™
X(t) = —Q°Xe'™

—Q*Xe" + W Xe'™ = w2Ye!™

2
Y

X = 260n 2~ Yz

oy — €2 1_9_



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile “a rampa”

F m)'(°+kX= Bt

x(t) :[Aie“””t + Ble‘i“’“t] B,

A

Integrale generale Integrale
omogenea associata particolare non

t omogenea

x(t) = Xt X(t) = X

K




OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile “a rampa”

F mX + kx = Bt
x(t) = Ae'' + Be +Et
Condizioni {X(O) =0

t iniziali

X(0)=0 (
x(0)=A +B,=0 ‘ Alzii
2k,
. _ B =
X(0)=lw,A —10,B, +— B _ i B
K 1=
’ 2K,

\

Q

n

() = E£. e _iﬂﬂ]: E(Z‘ 2iSin(a)nt)+tj:E(t— S"‘(”nt)j
a)n



x(t):g t

Spostamento normalizzato

X(t)
BT

K

Spostamento/valore statico

: t
Bt t 2r
K

_Sin(e,t) | _ BT |t

g

OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile “a rampa”

Sin(2
T

Spostamento normalizzato

) kK | T

n

\

27T

= Spost. normalizzato

| = Spost./valore statico

tT

Spostamento/valore statico



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

' Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale
F
F ( F
i ; F=—"t=Bt 0<t<r
; 4 T
F=Bt-B(t-r)=F, r<t

T t

(OS'[SZ' x(t)—%[t—sm(wt)]
| X(t)—%(t Sin(w, t)J —E((’[—r)— Sin(a)n(t—f))j:
a)n
_B[. Sln(a) ) , Sina, (t—7))
== o

.



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

' Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale
| Sin(2z L)’
IN(Z7T —
o<t<, XOK_T|U_ T
F T | T 27
\ J
) ot XDk _,_Sin(eyt) Sin(e,(t-7)) _
F T, T,
1T (Sin(a)n (t-7) Sin(a)nt)j
T 27 27T




OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale

!

— /T=0.5
— /T=1.0
— 1/T=1.5

T=2.0
\

0

005115225335 4455556657758859 9510

t/T

Spostamento normalizzato
o o o o = = = =
[ w I3 ~ o o ) > o =
[e] (2] S N [{e) 5] (2] B N (o]
\ D ——
Ny
|~
—
‘ P——
———
——
_—
—



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale

Spostamento max./valore statico
e
|
|
)
{
)|
:I
'I
{
|

dT



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con impulso | al tempo t=0

F Condizioni
1/dt E_lim |_ iniziali
dt—o dt {X(O) =0
l—mv = ve— X(0) =v
m
dt t

x(t) = Ae'" +Be"'™

v .
X(0)=A+B,=0 =~
0)=A+B, A=
() =i A —ioB =1 | a_; |
X( T n nl_m Blzl
’ | 2mao,
ISin(w,t)

a)m( —je” ) Za)nm(IZISIn(w”t)): 2o

X(t) = >



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con impulso | al tempo t=1

|/dt

dt

F

F(7)

dt

-

X(t) = ISin(w, (t—7))
2 2m,M
X(t)=0 t<r

t>7

La forza di andamento generico puo essere vista come
una successione di impulsi di valore F(t) dr.

x(t):—j- F(z)Sin(a, (t-7))-dr

Integrale di convoluzione o di Duhamel



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. m¥x +cx+kx=0
X(t)=A-e* + A -e*
c k a2+£a+£:0
m m
¢cc .k
m A=—-4—=0 — c=c,=2vkm
m m
X c>c, — A>0 C +1\/(:2 k

a,a, reali<0 27 oamT2

10 -
X(t)




OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

c<C —> A<O0

Ccr

Sistema ad 1 g.d.l.

2
a,, a, complesse coniugatez—iiii\/4£_c_

2m 2\ m m?
_c
CCI’
c K C ek C \/? C
= = = a)nzfa)n
2m  2mvk  2JkmVm ¢,
m 2
Lk

20

a1,2 — _gwn T ia)s
X(t) _ Ale(—fa)n+ia)s)t + Ble(—z;‘wn—ia)s)t _ e—fa)nt (Aieia)st + Ble—ia)st) ﬂo
X(t) = e ' (Acos(m,t) + Bsin(a,t)) .




OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l.

C
EF=— Per la maggior parte dei sistemi meccanici e
Cer piuttosto piccolo (< 0.1)

. g2
O =0 1=eT o V1-0.2% =0.990,
£=0.1

Per questo e solitamente possibile trascurare |'effetto dello
smorzamento sul valore dei modi propri



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l.
! & Analisi delle forze agenti
A A
—m- X —C-X -K x
c k X T
m
" F(t)=F,cos(€t)
X - . .
F(t)=Focos(€2t) mX + cX + kx = F, cos(Qt)




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. mX + cX + kx = FO COS(Qt)
X(t) :[ X -cos(Qt - go)}[e‘f“’"‘ Asin(a,t + ¢)]
Decremento termine esponenziale
k 1 T T T T T T T T T

c —£=01
— £=0.05
— ¢£=001

0.8

0.6[]

X F(t)=F,cos(Qt)

0.4

Ampiezza/Valore iniziale

0.2

Nel grafico chiarire di quale

0 : :
80 90 100



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. mX 4+ cX + kx = FO COS(Qt)

58
X(t) :[ X -cos(Qt — go)}[e‘f“’"‘ Asin(m,t + ¢)]

c y X(t) = X -cos(Qt — ) pert >t
Q
m F 1 s
X =0 - %
K - - ¢ = arctan )
-5 (2) o
1-—— | +] 25— LT
X F(t)=F,cos(Qt) Wy @, @
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Rapporto di frequenza per il quale
si ha il massimo valore del fattore
di amplificazione dinamica:

o] -

n

Massimo valore del fattore di
amplificazione dinamica:

Fattore di amplificazione dinamica

OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

5
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T ——

4

3.5
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%\;
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2

1.5

1
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OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

) Fy gl
istemaad 1 g.d.l. X+§a) X+a) x——e
m
X(t) X(t) = i, Xe'™"
Integrale particolar Y 2 It
nosgo?nzgpeanego B X(t) = _a)l’l Xe ’
‘ ‘ 2/ it | 2\ iyt 2y it Mo
— @, Xe' +12&w Xe'™ + @ Xe'™ =Ee"”n
" F
— @’ X +i2é’ X + @0 X =L
m
X F(t)=F,cos(w,t)
. h 1 KR k K1

m 2iéw’  km 2iéw’ k 2&



OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistemaad 1 g.d.l.

(@)

F(t)=F,cos(m,t)

X(t) =& (Ae"™ +Be ™) - F? % el
Condizioni X(0)=0

iniziali X(O) ~0

X(O):Ai-l-Bl k20§:0

x(0) = 1- &2 2k§

4ng17 i fi=2)

k]




(@)

LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

F(t)=F,cos(Qt)
X(t) = X -cos(Qt — @)

/

S

F(t)=F,cos(w,t)



LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

F(t)=F,cos(Qt)
X(t) = X -cos(Qt — @)

o k C/ 1
X T F(t)=F,cos(w,t)

dL = F(t)dx = F(t)x-dt



LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

F(t)=F,cos(Qt)
X(t) = X -cos(Qt — ¢)

(@)

’ (/ /
X T F(t)=F,cos(w,t)

dL = F(t)dx = F(t)x-dt

L=]F(t))’(-dt



LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

T T
L= [F(t)k-dt = [ F, cos(@t)QX sin(Qt - ). di
0 0

]
= F,QX j cos(Qt)sin(Qt — ¢)- dt
0

c k
Tl _ |
% = ROX | E[sm(zgzt — ) +sin(-p)]-dt
m 0
FOX . FOX ., 2«
XT F(t)=Fy,cos(m,t) — 02 Sln(go)jdt =0 Sln((g)E:
0

= 7k, X sin()



LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

¢ =0°0180°
s 1 L=o 1 /\ 1 @=90°
0 0 L =7 X
| N ]
E ; x(t:/X Il 2 h : X(t:/X | |
:_ | | | o= 45°
C/? L =X g

F(t)/FO

F(t)/FO

F(t)/FO




_m.;r _C.;r T_KX X(t) = X -cos(Qt — @)
f X(t) = —QX -sin(Qt — @)

X(t) =—Q°X -cos(Qt — ¢)

l F(t)=F,cos(Qt)

Forzaelastica molla =—kx — fase con x(t) =180° —» L, =0

Forza smorzatore = —cx — fase con x(t) = 270° — L_ = 7cQX?
Forzainerzia =—mX — fase con x(t)=0°— L, =0

$

Lavoro F esterna = 7, X sin(¢) = L,



aF, X sin(p) = 7cQX

't $

l F(t)=F,cos(Qt)

F.
X =—%sin
= (p)

Da soluzione generale

Se Q=w, > ¢p=90°
’ F 1

F, F, FFF 1 X =20
n C.|— 1——2 + 25—
m 2\/ km ), @,



DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLO SMORZAMENTO RELATIVO

AACTANAN NI NNCADENE
IVICIVUU ULL VCEURLIVIEN

Si basa sull’andamento delle ampiezze di oscillazione
rilevate sulla struttura, in seguito ad una perturbazione
iniziale.

1 T T T T

0.5

X(t)/x(0)
p/
Ef’
—/
>
&
>
g
H
N

T

X(t) = e ' (Acos(m,t) + Bsin(a,t))




1 . . . . Decremento Logaritmico
~
—So,t
IR I S s o
h ]\‘\, e_é:a)n(t"_ ) a)s
X ﬂ \ 7\“7‘?7\ 27 2ré
<

- 0.5 s '

Rapporto di ampiezza tra due picchi successivi
7= 2%
a)s
o g‘f””t(Acos(wst) + Bsin(a,t)) _ e |
e =TI (Acos(w, (t+T') + Bsin(a, (t+T')) e »®T)




| | | |
[T} ~ Ty) = Tp) o
o i o

1
=]
<

4
3.5
3

eoIWRUIP auoizedljijdwe Ip aione

QL DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLO SMORZAMENTO RELATIVO
METODO DELLA LARGHEZZA DI BANDA
Si basa sull'andamento del coefficiente di amplificazione dinamica del sistema al
variare della frequenza della forzante
6 T T T T T T T T T
5.5 7]
Gp==eeccccccccccccccccdecpedecccccccccccccccccnaaa Eh
D
: T2
2
OIZ OI4 OIG OIS

olon



Calcolodir,edr,

b D _ 1 r=—
R V2 22 1

D=
4 Ja-r2f + (e

1 1
Ja-r?f ragar 2v2¢

Elevando al quadrato

1 _ 1
(-r?f +az2r? 87

r*+2r2(2£2 ~1)+ (1-8£2)=0

(2, =1-2£7+ \/(252 “1f —(1-82%) =1-28% +,[(42" — 427 +1)- (1-852) =1- 252 + 281+ £2



r(,f'b =1-2E% £ 28,1+ &2
Per £<<1
12, ~1-2E%+2¢
[, =1-2E2 428
Per x<<1 si puo porre
X
V14X z1+§+... ‘ ra,bzl—fzig
ro=1-£"-¢ rh=1-£+¢



RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA-MOLLA-SMORZATORE
EQUIVALENTE - SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

Dato un sistema meccanico formato da corpi rigidi, uniti a masse concentrate,
molle e smorzatori, il cui moto sia rappresentabile con il valore di una sola

grandezza.

Coordinata generalizzata
o “Lagrangiana”

Y.
I° O>9 O




Rappresentazione
degli spostamenti

€

RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA-MOLLA-SMORZATORE
EQUIVALENTE - SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

Punti “significativi’ del sistema

A 4

F
R \l \@ O @
X, @
(=17 1y [mm] K
3
kX4/
X2 . . .
N i 'l
(X, =a-9 |«
X, =8 _ p
Ix = 5.8 ixj=[d]9 [dl=| 7
X, =—¢&-9 —c



[N

w

N

SN

Punti “significativi’ del sistema
04 e

[

RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA-MOLLA-SMORZATORE
EQUIVALENTE - SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

P

“Riduzione”
delle forze
e A FF\
0
fi=< “t=2 %
(t) X
\ J kOJ
Lavoro forze effettive X spost effettivi =
Q-9=

O

Ir o o
®

c | k

< »lg »

=[d]9

—Ll,i

Q-9=Jd[d] {f}
Q=[d] {f}

Lavoro forza ridotta x coord. lagrangiana




o X O O
o O O O

w
S

XWN?\_?\_
S

Punti “significativi’ del sistema

a

[

€

P

" ©
®

of [ S]]

O

B

<

l

iy

Vo

k- 9-9=9{d} [K]d}9

K™ =1{d} [K]id]

[
Ll

K'={la B -6 -¢f

o O o o

o O o o

o X O O

o O O o

“Riduzione”
delle rigidezze
_kll k12 kl3
[K]= l;21 EZZ EZS {
31 32 33
_k41 I(42 k43
0 0 _
|00
10 0
_0 0 - 1]
I‘ Ll
Lavoro forze effettive x spost. effettivi = Lavoro forza ridotta x coord. lagrangiana
k™9 ={x}' [k]x]

RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA-MOLLA-SMORZATORE
EQUIVALENTE - SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

L= 5%k




RIDUZIONE DI SISTEMI COMPLESSI AD UN SISTEMA MASSA-MOLLA-SMORZATORE
EQUIVALENTE - SISTEMI DI CORPI RIGIDI AD 1 GDL

Punti “significativi’ del sistema

“Riduzione”

a

d

delle masse e

[
P

A 4

degli smorzamenti

lF
R ) (IR o -
®
¢ -y lcla) fem]

O

0 /@ ®

A

Equazione di equilibrio dinamico del sistema ridotto

m3+c9+k’'3=0Q



SISTEMA A 2 G.D.L. LIBERO NON SMORZATO

Esempio di sistema a 2 g.d.l.

m, X, + KX, +K,(x, —%,)=0

, m, X, +K,(X, =%, )=0
m 0 [|X k,+k, —Kk
1 “1 n 1+ 2 2 Xl :O
0 m,||% -k, Kk, |[X
@ X, = X'
X, = X&'

] [xe ) [%]
\ij xzela)t X2




SISTEMA A 2 G.D.L. LIBERO NON SMORZATO

Esempio di sistema a 2 g.d.l.

_wz_ml 0 1] X, gict | K +k,
0 m, |l X, -k,

_k2

k2

I

X,
X,

}eia)t — O



SISTEMA A 2 G.D.L. LIBERO NON SMORZATO

Esempio di sistema a 2 g.d.l.

de{kl +k, —0’'m, -k, }: 0

2

(k, +k, — &?m, Jk, — wm, )—k? =

=kk, —@’m,k, +k; —@’m,k, —o’mk, + @*mm, —k;
=kKk, - a)zmzkl - a)2m2k2 - a)2m1k2 + a)4m1m2 =

= a)4m1m2 o (m2k1 +m,k, + mk, )+ Kk, =

:a)4_a)2[k1+k2+k2J+ klkz -0
m m m mm,

2
[k1+k2+ kz]i (k1+k2+ sz L
2 ml m2

a =
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Esempio di sistema a 2 g.d.l.

2
[k1+k2+ kz]i (k1+k2+ kzj L
kg 2 m m, m m, mm,

2

2 2
N D
, m m m) k{345

e Caso particolare: k,=k,=k, m;=m,=m
X, %
m,
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Calcolo ampiezze di oscillazione

o, = \/KM - \E-o.ms
) m 2 m )
k[z—@‘?ﬁ)] kK

—k k(l— 3‘£]
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Calcolo ampiezze di oscillazione
e [,
m 2 m
[o BBy,
2 {Xl} 0
“ [
—k kil_ﬁs’;_ﬁ)j 2

A
/
1
y
>
N
|
7\
N
I
o
RO +
o
~—
N
u
I
o
Jop)
N




————————
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Calcolo ampiezze di oscillazione

o - Jﬂ%_ﬁ): ﬁ.mz
m 2 m

fo-25)
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Equazione di equilibrio dinamico

M i+ [KJix; =0

Si cercano soluzioni del tipo

)= X e
(%)= -0 (X e

Sostituendo

o’ M X e +[K]{X e =0

J

(K]-o" [} 0
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Condizione per avere una soluzione non banale

det(K]-?[M])=0

(a)2 )n + an_l(a)z)n_l +..+ al(a)z)+ a =0  “Polinomio caratteristico”

W <, <..<®, n radici (autovalori) tutte reali (K ed M simmetriche)

Sostituendo un autovalore w; & possibile determinare il relativo
autovettore Y; (forma modale), soluzione di:

(K]-a2M ], =0

Dato che il determinante e uguale a 0, la soluzione € nota a meno
di una costante e deve essere normalizzata, ad esempio:

{Yj }T [M ]{Yj}:]'
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Problema agli autovalori in forma standard:
KX} =o*[MiX]

M[K]X )= (X}
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Gli autovalori o, ed i relativi autovettori Y; sono solitamente
organizzati in due matricin x n

@ 0 - 0
[a)-z] 0 w, - 0
o 0 - u
Y]=[{v,} i, - {v.}] “Matrice modale”
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Il prodotto della matrice modale per la matrice di massa :

/

YT MY

0 m2 /0/
0

m<0 .. 0])

/7 masse modali

YT IK]Y]

L0 0 0 m,])

—

0

L0 0 0 k|

(_kl M\

—

~

Matrice di massa principale

7 rigidezze modali

Matrice di rigidezza principale
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Se, in particolare, si normalizzano le forme modali in modo che risulti:
ey MRy §=1

si ha:
e KR f=of

Il prodotto della matrice modale per la matrice di massa diviene:
. :
i MRy =[]
_0)12 0

Y Ikli=) ©

o O O

o
o
o
8l\)

>
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Ortogonalita rispetto alle matrici M e K

Presi due modi propri qualsiasi:

([K]- MKy, -0
(«]-w?[mlv.}=0
Premoltiplicando la prima per {Y_}'
v J (K]- o2y, } =0
Trasponendo la seconda e postmoltiplicando per {Yr}
Y7 (KT -?[MT .} =0

Dato che M e K sono simmetriche

(KT - o MT Y =T (K]-o2M DY,
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Ortogonalita rispetto alle matrici M e K
Si ha:
v (K]-of MY, =
) (K- w2y, )=
Sottraendo

(07— . M, =0 {

Y [MRY.}=0 sew, #o

[
ol MY,

r

0 se o, =,
Inoltre si ha

oS [KRY j=or Y MY, {

Infine;

o2 — Y [KKY.} | k. | Rapporto di Rayleigh
T ¥ My, ) Im | (k,m,rigidezza e massa “modali” per il modo r)

YV IKRY.}=0 se o, %o
VI IKRY.}20 se o, =
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Indipendenza lineare

Un sistema di vettori € linearmente indipendente se la condizione:
Z Q {Yi } =0
i

implica che tutti gli a siano uguali a 0.
Si osserva che la condizione e equivalente al sistema lineare, omogeneo:

Y Jla,}=0
Dato che si ha:

Y m]y]=[1]

det([y T [M Ty ])=det[Y T det[M ]det[y ]=det[1]=1

Per cui:

det[Y ]=0

e di conseguenza si ha la sola soluzione banale {ai } =0
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Forme modali come base

Date le proprieta di indipendenza ed ortogonalita, le forme modali
costituiscono una “base”, per cui qualsiasi vettore dello spazio
vettoriale puo essere espresso come combinazione lineare di essi:

v=Xbi)-[b)

con i coefficienti b, scalari univocamente determinati
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

4
Autovalori nulli
Dato che risulta :
YT KTy ]=[e]
si ha:
det([Y T [K]v])= det[Y T det[K ]dety ] = det|w?|= ] o
Se la struttura e labile, si ha: |

det[K |=0

il che implica che alcuni degli autovalori siano nulli. Il numero di autovalori
nulli € pari al grado di labilita della struttura
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Autovalori coincidenti

In alcuni casi e possibile ottenere degli autovalori coincidenti (aventi quindi
molteplicita maggiore di 1).

Un primo caso in cui questo puo verificarsi, si ha quando la struttura presenta
una simmetria di rotazione, con angolo caratteristico < 180°.
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI
Autovalori coincidenti

Il numero di autovalori coincidenti effettivamente individuati dal metodo
numerico di ricerca puo dipendere dal “mesh”, risultando comungue minore o
uguale di n = 360°/a.

Due autovalori uguali, con autovettori distinti per una
rotazione di 90°

Esempio:
piastra
guadrata, a=90°




Autovalori coincidenti

Esempio:
piastra circolare

SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO NON SMORZATO

PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Due autovalori uguali, con autovettori distinti per una
rotazione di 45°
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI
Autovalori coincidenti

Esempio: Cingue autovalori uguali
Guscio sferico
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PROPRIETA’ DELLE FORME MODALI

Autovalori coincidenti

La coincidenza degli autovalori puo inoltre verificarsi, anche tra modi di
vibrare indipendenti.

Ad esempio, € possibile fare in modo che, in un albero con due volani, la
prima pulsazione flessionale e la prima torsionale coincidano.
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DISACCOPIAMENTO DELLE EQUAZIONI DEL MOTO

Le proprieta delle forme modali consentono di esprimere il vettore spostamento
come una loro combinazione lineare:

x@®=IY fia; @)=Y fia ) () =1 Jid

Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:

MY Reiij+[K]Y Jiag =0

Pre-moltiplicando per la trasposta della matrice modale:

YT MY B+ I T IR T o} = D e+ o o) =

che costituisce un sistema di “n” equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:

O + a)izqi =0
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CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Equazione di equilibrio dinamico

[M i+ [CRxj+[K fixj=0

Si dovrebbero cercare soluzioni del tipo
ixf=1{z}e"

con autovalori ed autovettori soluzione della:
(2[M]+2[c]+[K]fz} =0

Se lo smorzamento e piccolo, si puo ritenere che gli autovalori e gli
autovettori differiscano poco da quelli del sistema non smorzato:

A =lw + AL

{Zi } ~ {Yi }+ {Azi}
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CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Sostituendo si ottiene:

(- o +2iman + a2 M+ (o, + a2 JCT+ [KI({Y,}+ 14z, )= 0

— N 02 [M [AZ 4 2i0 AL M Y, 4+ 2l AL [M [{AZ, )+

=AM A2z i [C Y, ) HAAGTY,
e i+ (K [faz =0

Trascurando i termini di secondo ordine, i prodotti CAL e CAZ e tenendo conto che:
([K |- M ]){Yi j=0
([K]_ o] [M ]){Azi }"' | (ZA/%, [M ]"‘ [C]){Yi } =0

Se lo smorzamento e piccolo, si puo ritenere che gli autovalori e gli
autovettori differiscano poco da quelli del sistema non smorzato:
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CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Pre-moltiplicando per la trasposta della forma modale:
o ([K]_ oM ]){Azi oY | 2az[M]+[C]HY }=0

) 2aaM]+[C])y j=0

Da cui si ottiene:

Ml 4
UM 2

A =—ﬁ+ia)i
2

Termine reale negativo, che produce una riduzione esponenziale nel tempo
delllampiezza delle oscillazioni
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' CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Espandendo AZ in termini delle forme modali del sistema non smorzato:

AZi = Zn: as {Ys}
s=1

Sostituendo e pre-moltiplicando per la trasposta della forma modale “j™:

¥ (K]-of MY a i, f (282 M)+ [eDiv =0

Tenendo conto della ortogonahta e del fatto che:

(K]-ofM v -0
¥ (K- oMY, fory +imny, [C

(a)J2 —a)iz)aj +lwd; =0

introduce una differenza di fase tra |

" lwd, La correzione € immaginaria, per cui
Zij=1Y, }+Z —y )
,¢. ( ) diversi gdl.
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DISACCOPIAMENTO DELLE EQUAZIONI DEL MOTO

Introducendo lo smorzamento:

MY Reiij+[CIY R j+[K Y Jiai =

Pre-moltiplicando per la trasposta della matrice modale:

[1 i };

T LTV Ji )+ o o=

in generale non diagonale, per cui le
eguazioni non sono disaccoppiabili.

E possibile rendere diagonalizzabile la matrice di smorzamento attraverso
opportune ipotesi semplificative:

« assumere che i termini fuori diagonale di [Y]T [C][Y] siano trascurabili

YJlcly]=

d, 0 - 0
0 d, - O
- - -0
0 0 0 d,

d; =} [Chi)
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DISACCOPIAMENTO DELLE EQUAZIONI DEL MOTO

e assumere uno smorzamento “proporzionale” o di Rayleigh:

Cl=alK]+p[M]
YT IeTY]=[T (elk]+ MDY 1= alot |+ A01]

di =aw’ +p

{qi}"'dii{ch}"'[wiz]{qi}:o X+2Em X+ w:x=0

25,0, =0,

i :1£aa)i +ﬂ] ad
2 ) _
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DISACCOPIAMENTO DELLE EQUAZIONI DEL MOTO

Se la matrice C e diagonalizzabile, si ottengono n equazioni disaccoppiate :

O; +2&0,; +a)i2qi =0

per cui la risposta a condizioni iniziali fissate si ottiene come combinazione delle
forme modali della struttura non smorzata:

x®=1Y g
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EQUAZIONI DISACCOPPIABILI

L'equazione di equilibrio dinamico per il sistema smorzato con forzante esterna:
[M Jixj+[Clix+ [K Jixj = {F (1)}
Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:

@)=Y fia)

pre-moltiplicando per la trasposta della matrice modale, qualora la matrice C sia
diagonalizzabile, si ottiene:

_510)1 0 - 0 0)12 0O - 0
0 &w, — 0 |, |0 & - 0

ads] O T fak % T al=bT o)
0 0 0 &o, 0 0 0 ]

che costituisce un sistema di “n” equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:

0; +26,w,q; +a)i2qi = {Yi }T {F (t)}: f;
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EQUAZIONI DISACCOPPIABILI

' Nel caso la forzante esterna abbia andamento nel tempo di tipo armonico:
4; +2&;0,0; + 0q; = f,e
Assumendo una soluzione del tipo:
oF (t) = QjeiQt
Si ottiene:

2 iOt - iOt 2 ot iOt

Q. = I
J (a)J'Z_Q?)_i_Zié:jijj




SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO
EQUAZIONI NON DISACCOPPIABILI

Una possibile procedura di soluzione, prevede I'introduzione di una relazione
aggiuntiva, ovviamente verificata:

[M Jixj+ [Clix}+ [K Jix} = {F (1)}
M Jixj—[MJixj=0

Si ottiene in tal modo il sistema di 2n equazioni:

o S Sl

Si ottiene:

[Alirj+[BJir}=0



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — MATRICE C DI FORMA GENERALE
RISPOSTA LIBERA

Una possibile procedura di soluzione, prevede I'introduzione di una relazione
aggiuntiva, ovviamente verificata:

[M Jixj+[Clix+ [K ixj =0
M Jixj—[MmJix}=0

Si ottiene in tal modo il sistema di 2n equazioni:

o S Sl

Si ottiene:

[Alirj+[BJir}=0



SISTEMI CONTINUI

'.‘3 | TRAVE SOGGETA A VIBRAZIONI ESTENSIONALI
) L ‘
[ 1
z |dz|
|
N +%dz Equazione di equilibrio:
N - oz N
P 0z
dz | /
ON
PAU = —— N :EAg:EAa—u
0z 7
2
N _gpdu
/ 0z 0z



SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETA A VIBRAZIONI ESTENSIONALI

L

A




N SISTEMI CONTINUI
4 TRAVE SOGGETA A VIBRAZIONI ESTENSIONALI

L




SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETA A VIBRAZIONI ESTENSIONALI

L

2
z"+2 7 =0
| %4

Z(z) =C-cos(yz)+ D-sin(yz) ¥ =

< |8



SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI ESTENSIONALI

L

g

Trave bloccata agli estremi

u'(0,t)=z"'(0JT(t)=0

2'(0)=0
Z'(L)=0

yL=kr

C=0

D-sin(yL)=0

QL=k7Z'

u'(L,t)=z"'(LjT(t)=0



SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI

L

A
A 4

[ 1
z dz]|
X |

Equazione di equilibrio:

PAdz V=T +£dz—T

0Z
Z T=—EJ"
oT oT
y AV = — ~ =—ENY
v =—k*y" AP oz



SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI




SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI

A
A 4

T'+a)2T=O\ T+w?T =0

k’z" —»°Z =0 T (t) = A-cos(wt) + B -sin(wt)
y
zV -2 7-7" - 4'2=0 dove;(=\E
V V
S4 _Z4 :O
S=*y,tly

Z(2)=C,-e” +D,-e ” +E,-e” +F, -

Z(z2) =C-cos(yz)+ D -sin(yz) + E -cosh(yz) + F sinh(yz)



Y, SISTEMI CONTINUI
' TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI

L

[ 1
Z dz |
X |

Trave incastrata agli estremi
v(0)=v'(0)=v(L)=Vv'(L)=0

Z(0)=2'(0)=2Z(L)=Z"(L)=0

Z(0)=C+E'=0 C=-E
Z'(0)=D+F =0 D=-F

C(cos(yL)—cosh(zL))+ D(sin(yL)—sinh(yL))=0
2= C(sin(yL) +sinh(yL)) + D(cos(xL) — cosh(yL))]=0



7°[C(cos(zL) —cosh(xL)) + D(sin(zL) —sinh(zL))] =0
2°[-C(sin(xL) +sinh(xL)) + D(cos(xL) —cosh(xL))]|=0

SISTEMI CONTINUI
TRAVE SOGGETTA A VIBRAZIONI FLESSIONALI
P L »
[ 1
z dz |
X |
Trave libera nello spazio
VII (O) :VIII (O) — VII (L) :VIII (L) — O
ZII(O):ZIII(O):ZII(L):ZIII(L):O
Z"(0)=-C+E =0 C=E
Z"(0)=-D+F =0 D=F





