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» Analisi critica dei risultati di un modello ad EF

 Criteri di modellazione di strutture con il MEF
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» Uso del programma ANSYS
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Elasticita Elettromagnetismo

Fluidodinamica Termodinamica
Etc...
Sistemi di equazioni differenziali alle
derivate parziali
V24 1 0 8u+8v+6w +X:0
1-2v ox\ox oy oz) G
E.qgni di Navier {V?v+ L 9 au+av+aw +i:0
1-2v oy\ox oy oz) G
z
G

+—+
oXx oy oz

V20 4 1 Jdfou ov 8W+
1-2v oz
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Soiuzioni analitiche: soio in casi particolari, introducendo rilevanti
semplificazioni (travi, piastre, gusci...)

Sviluppo di tecniche di soluzione approssimate
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Metodi di soluzione approssimata:
 Differenze finite

e Elementi Finiti

* Elementi di contorno

» Metodi “mesh free”

Il Metodo degli Elementi Finiti (MEF) e oggi di gran lunga il piu
diffuso, soprattutto a causa della sua estrema versatilita
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approssimino u, v e w con un errore accettabile ai fini pratici e siano

Problema originale: determinare le f.ni incognite u, v, w
Veu + L 9 6u+8v+8w +X=0
1-2v ox\ox oy oz) G
1 ofou ov ow)|] Y
+ : +—+ +—=0
1-2v oy\ox oy oz ) G
VAW + 1 0 8u+8v+8w +£=0
| 1-2v oz\ox oy oz) G
Problema sostitutivo: determinare delle funzioni sostitutive che
relativamente facili da calcolare
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Esempio di funzione approssimante

~~ l\mﬂ Mf\lﬂﬂ lmf\lﬂﬂlﬂlﬂﬂ

(va Cillla IIIUIIUUIIIICIIDIUIIdIC}
u(x)
u’(x)

A

v

F.ne sostitutiva u’(x):
» espressione matematica semplice
* nota ovunque una volta noto il valore di un n° finito di parametri

Oss.ni:
snecessario assicurare la convergenza
* soluzione affetta da errori
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Discretizzazione

Preeeeety

(@) 7IIL |

R RN

Struttura Modello (“mesh”)

Q) elemento
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Gradi di liberta (g.d.l.) l
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N° g.d.l./nodo varia da 2 a 6 secondo:
e tipo di elemento
X e natura problema

N° totale g.d.l. = N° g.d.l./nodo * N° nodi
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Studio del comportamento meccanico del singolo elemento

Elemento piano per problemi 2D
2 i '
bej=
(6 x1) y
X
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Elemento piano per problemi 2D
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Studio condotto in campo lineare:

P}l

6x1 6x6 6x1

Matrice di rigidezza dell’elemento
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Significato fisico dei termini della matrice di rigidezza, k;;
“Cedimento” vincolare:

'

.
A

N
(o]
o O O »r O O

P, =K, -0+K,, -0+K,;-1+...+ Kk, -0=K,,

Pz = k33; pj — k43----
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assume valore pari ad 1

“peso” di u, nel contribuire a p,,
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Il termine k,,, di [K¢] e pari alla reazione vincolare presente secondo il
grado di liberta “m” (m=1,..6), se si applica un sistema di spostamenti
nodali in cui tutte le componenti sono nulle tranne la “n-esima” che
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Valutazione di [K€]

In casi semplici € possibile calcolare
le reazioni vincolari in presenza di
“cedimenti vincolari” dei nodi (Es.
elementi trave)

7 —————

2 .

si ottengono immediatamente le
ke

m,n

In generale, questa procedura non e praticabile per un elemento di
forma generica
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Spostamenti nei punti interni all’elemento

Ogni f.ne di forma rappresenta il “peso” (dipendente dalla posizione di
P) che ciascuna componente di spostamento nodale ha nel determinare
lo spostamento di P

Pb: - che forma matematica dare alle N&(x,y) ?
- come determinare le N&(x,y) ?
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Vl(Xj’yj):Vx(Xj’yj):ZNlel(Xj’yj)°UI =
=1

:Nlel(xj1yj)°u1 T Nfz(xj’yj')’uz T = U

0 se | #3

Nﬁ(x]’yj):{l se =3
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— Nle1(xi’yi)'u1+ Nlez(xi’yi)'uz T

|
) 1 Ny, 0 N (X, ¥) =1 [N, (x,y,)=0
) 12(X yl):O NleS(Xi’yi):O <N11(xj,yj):O <N12(X,-,y,-)=0
=0 N;(x,y.)=0 B

13(X yl) 16(XI y) \N]_]_(inyk)_o kle(Xk,yk):O
Nfl(x’ yl):O Nf4(xj,yj):0 Ny (X, Yi) =0 [ Ny (x,y;)=0
MO Ngyg“ N, ¥,) =1 | Ny(x,,y,) =0
N1e’2 X| i :1 N1eﬁ Xi!,i :O [ / \ . [ / \ N
%] e Ny (X, ¥ ) =07 [Ny (X, ¥, ) =0
(Nlel(xk’yk)zo Nle4(xk’yk)zc N15(Xi’yi):O (N16(Xi’yi):O
<N182(Xk’yk):0 N]éS(Xk’yk):]' 4 N15(XJ’yJ):O 4 N16(XJ’yJ):O

\le(xk’Yk):O N16(Xk’yk):C _ _
N (X, Y ) =1 \N16(Xk’yk)_0
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( A11 + Bllxi +C11Yi —
A11 + Bllxj +C11yj =0
\Ail + Bllxk + Cllyk =0

!

\

Xi¥Ye = XY
_ 2 j
Aﬂ 2A 1
Yi—y
B, = 12Ak 2A =det| 1
X, — X.
Cu= kZA : B

Yi

Yk
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Interpretazione geometrica k
I
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( NlZ(Xi’ Yi) =0
) NlZ(Xj1 yj) =0

kN12(X|<’ Yk) =0
!

-

rAu:()
1B, =0
k(:12=0
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N (X, y)=A,+B, - x+C -y

(A12+Blzxi +C12Yi =0
A12+Blzxj +C12yj =0
A, +Bux +CLy, =0




v, (X, Y)
2x1 2x1 2X6 b6x1

(x, y))= {V*(X’ y)} [N,y )
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Spostamenti COngruenza
8)( _ aVX - 3 ﬁ O
OX &, OX
ov, 0
9 gy — 6_y s gy .= 0 a—
Yy = N, + i P 0 0
oy ox oy ox

Calcolo delle deformazioni

Deformazioni




e =LV [vooy)i=[Neo o]

3x1 3x2 2x1 2X1 2X6 6x1
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Contenuto matrice [B]
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4 N11 — A11 T Bllx T C:11y

5N11 . . yJ o yk
OX =B = 2A
oN _C, - X — X,
oy 2A
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22 C13 Bz4 C15 Bza_



Relazioni costitutive

Esempio 1: stato piano di tensione, materiale isotropo

EX:O-X—VO-y - N / _ _\ N
E E o, - 1 v 0 £,
O
(&, = Ey—w%x » <0'y>=:1 v 1 0 &, ¢
—V
2L+v)e, 7, 0 0 (1-v)/2||y,
Tw=—f AN, ) Pk
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Relazioni costitutive

Esempio 2: stato piano di deformazione, materiale isotropo

& O-x VO_Y_VO-Z
" E E E
), _%y Yoy Vo, 3
y E E E c 1-v V 0
_2(1+V) [D]= v  1-v 0
" E L+v)1-2v) 0 0 (122
L — 4V
. :GZ_VJX_VO'y:O
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Carichi nodali veri *
spost.nodali virtuali

y

Spost. virtuali
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Principio dei Lavori Virtuali

Valutazione di [K®]

= L

int

N\

Tensioni vere *
deformazioni virtuali

L =10U"f P°)

\

Carichi effettivi

\/
J
[ x
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' Applicazione
v
]- [T Tshv \/
Vv

B, 0 B; 0 By O

[B]: 0 C, 0 C, 0 GCu
Ciu By G By G By
1 v 0 |
p]-- = b1 o
Yo 0 (@-v)2

K|=[e] [D]B]fav = [B] [D]B)N
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Osservazione: unita di misura

_[k]-[BI'D][B]V ~—m
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m
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Calcolo della matrice [K®]
[KE] JIeT DIshv
Integrale calcolato numerlcamente (Metodo di Gauss)

Metodi classici di integrazione:

1) Si scelgono “a priori” n punti, X

f(X) 1 2) Si calcolano i valori di f(x))

3) Si approssima f(x) con il
: | polinomio di grado n-1 passante

per i punti scelti

: | | 4) Si integra il polinomio in
—® O O forma chiusa
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Calcolo della matrice [K®]

[Ke] [1BTIlBhv

Integrale calcolato numerlcamente (Metodo di Gauss)

Metodi classici di integrazione:

1) Si scelgono “a priori” n punti, X

f(X) 1 2) Si calcolano i valori di f(x))

3) Si approssima f(x) con il
polinomio di grado n-1 passante
per i punti scelti

: | 4) Si integra il polinomio in
—0 O forma chiusa
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Calcolo della matrice [K®]

[Ke] [1BTIlBhv

Integrale calcolato numerlcamente (Metodo di Gauss)

Metodi classici di integrazione:

1) Si scelgono “a priori” n punti, X

f(X) 1 2) Si calcolano i valori di f(x))

3) Si approssima f(x) con il
polinomio di grado n-1 passante
per i punti scelti

: | | 4) Si integra il polinomio in
—0 —O O— forma chiusa
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Calcolo della matrice [K®]

[Ke] [1BTIlBhv

Integrale calcolato numerlcamente (Metodo di Gauss)

Metodi classici di integrazione:

1) Si scelgono “a priori” n punti, X

f(X) 1 2) Si calcolano i valori di f(x))

3) Si approssima f(x) con il
polinomio di grado n-1 passante
per i punti scelti

: | | 4) Si integra il polinomio in
—® O OO forma chiusa
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Integrazione secondo Gauss: esempio 1D

XE n
Integraleda | f (X)dx ~ ZW f (X. ),_Valore della f.ne nel
calcolare : ! "7 bunto x

X, 1=1 1 '

Peso
1) Sifissan
f 4 2) Si scelgono gli x; ed 1 W, in
(X) n=1 modo da valutare in modo

esatto l'integrale di un
polinomio di grado 2n-1
sull'intervallo dato

| punti x; sono detti
“punti di Gauss”
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Integrazione secondo Gauss: esempio 1D

Xg n
Integraleda __, | f (X)dX ~ ZW f (x. )<_Va|ore della f.ne nel
calcolare : ! ! punto X
X, i1 1 |
Peso
1) Sifissan

2) Si scelgono gli x; ed 1 W, in
modo da valutare in modo
esatto l'integrale di un
polinomio di grado 2n-1
sull'intervallo dato

| punti x; sono detti
“punti di Gauss”
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una f.ne di grado 2n-1 anziché n-1

e dato Il grado n della f.ne che si vuole
Integrare esattamente, richiede il calco
stessa in (n+1)/2 punti, anziché in n+1

Integrazione.

© Universita di Pisa 2008

| Vantaggi dell'integrazione secondo Gauss:

o fiIssato n, consente Il calcolo esatto dell'integrale di

noter
o della f.ne
ounti

Le posizioni del punti di Gauss per integraliin 1, 2 e
3 dimensioni sono note per molti domini di



Congruenza

Costitutive ‘

Equilibrio |
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[B]

[D]

Garantito per il singolo
elemento (non ancora per la
struttura)




VETTORI DEGLI SPOSTAMENTI erl\ ( u, )
E DEI CARICHI ESTERNI PER v U
L’'INTERA STRUTTURA yl 2
Vx2 u3
\ \ \ I I {U}:< — =< =
HEEEN - -
L]
Lot _ _
kvynNJ unGDL)
(fa] [ f
fyl f2
NI
i R
4 =<4 — =9 -
Y| o 7]
X _ _
> kfynN) LfnGDL,
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VETTORI DEGLI SPOSTAMENTI
E DEI CARICHI APPLICATI PER
L'INTERA STRUTTURA

L]
VL]
N
N
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. MATRICE Dl

kis kis KN\ RIGIDEZZA

k5o Kis koo MU s ESPANSA”

kse |l PERIL

w ||| SINGOLO
ELEMENTO

Ny X1 (dicui8 = 0) Nyg XNyq (di cui 64 = 0) Ny X1
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/ e=1 \
Carico  carico applicato
esterno nel nodo

all’elemento “e”
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f; =207 => | > ki,

P[]

. /

Ng ( Ngal

e=1 e=1 \_i=1
1* 2* nE
.+ (k +Ki +.. K )J +..

Ngal [ Ng

D Kb

=1 \ e=1
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f =

J
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Z:;k;*zkji

Ngat ([ Ng Nyl
e*
Z iji Ui = kijui

l Matrice di rigidezza
della struttura

Fl= K]

nGDLX 1 nGDLX 1
NepLX NepL






/ N\
(X))




VINCOLI
Vincolare = assegnare “a priori” il valore di una

delle componenti di spostamento (g.d.l.) ﬁ

f1 k11 k12 - klm o klnGD,_ U,
—11x

f, Ky 2 — 1 Km I kznGDL U, um_u m
e —

fm kml km2 T km,m B kmnGDL

L ;nGDL J _knGDLl knGDL2 - T - knGDLm B NepLNepL _| NepL J
NgpL *1
GDL NepL *NepL NepL *1
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u, =u*_
f., non assegnabil

fl klm k11 k12 B klm—l k1m+1 B klnGDL U,

fz k2m k21 k22 B k2m—1 k2m+1 B kznGDL U,
3 - - Upa ¢

m2 1 1 MNgpL m+1

\k k k k knGDLnGDL ] \unGDL )
- (NgpL-1) *1



di incognite ed equazioni

( f1 \ ( k1m | k11 k12 B k1m—1

fz 2m 21 k22 o k2m—1

3 F— U9 Knoim ¢ = km—1,1 m-1.1

k m-1,m-1
fm+1 m-+1,m m+1,1 I(m+1,2 o m+1,m-1
L fnGDL ) \knGDLm ) _knGDLl knGDL2 - Ngp M-1

1 T

(NgpL-1) *1 (NgpL-1) *(NgpL-1)
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Introduzione vincolo = riduzione di 1 de

Im+1

2m+1

m-1,m+1

m+1,m+1

NgpLM+1

numero

Ingp.

2Ngp.

m-1,Ngp.

m-+1,Ngp.

NepLNepL | L

(NgpL-1) °1



O O O O O o o o

La matrice [K]:
e € Simmetrica
e ha una struttura “a banda” attorno alla diagonale principale
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u comuni

- N\

Esistono molti metodi di soluzione del sistema. Uno dei pi
ed efficienti e il metodo di eliminazione diretta di Gauss.

O O O O O O O X X X X X
O O O O © © O X X X X o
O O O O O O X X X X o o
O O O O O X X X X o o o
O O O X X O X X © o o o
O O X X X X X O o o o o
O O X X X X O o o o oo
O O X O X O O O O o o o
X X X X O O O 0O © ©o o o
X X X O O O O O © © o o
X X O O O O O O O O o O
_X ©O O OO OO o o o o o
oo oo oo oo X X X X
O O O O O O O X X X X X
O O O O O O o X X X X X
O O O o o X X X X X X X
O O O O X O X X X X X o
O O o X X X X X X o o o
O O X X X X X O X O o o
O O X O X X X X o o o o
X X X X O X X O © o o o
X X X X X X o o o o o o
X X X X O O O O © © o o
P 3 O O O O O o o

FINALE
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~

e
)
=)
&)
c
T
..b
N
(qo]
&)
-
(qo}
@)
)
(qo}
N
N
(ab]
-
(@)
| -
(qo}
L

[

|A

o 0 0 0 0 0 O O

O 0 0 0 0 O O

O 0 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0O 0 0 O

0 0 0 X X X

O 0 0 0 X 0 X

O 0 0 0 0 X X X
O 0 0 0 0 0 0 X X

0 0 X 0
0 0 X X X

o 0 0 0 0 0 0 X X X

o 0 0 0 0 0 0 0 X X X

N° operazioni ~ (largh.banda)® - n..,
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dipende dal

Larghezza di banda

» Modo di costruire [K] ‘

Esistono due modi principali di costruire la matrice [K]:
» seguendo I’ordine progressivo dei nodi;
e seguendo I’ordine progressivo degli elementi

© Universita di Pisa 2008



Max. diff. n® d’ordine per nodi attaccati allo
stesso elemento

5 10 1 1 N° g.d.l. per nodo
Largh. banda =(n ¢+1)ng —

7
%
/ DL,n
%
B J (
% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
%1 5 3 4 [X X 00 X X 000 0 0 0]
X X 0 X X X 0 0 0 0 O
Largh. Banda = 12 X X 0 X X X 0 0 0 0
X 0 0 X X 0 0 0 O
% X X 0 0 X X 0 0
%3 6 9 12 X X 0 X X X 0
% X X 0 X X X
/ X 0 0 X X
/2 5 8 11
% X X 0 0
X X 0
Al 4 Y4 10 X X
Largh Banda = 10 X |
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I MMUIMIINY

9 10 11
4 5

S| 1 6 5 7

1 2 3

Largh. Banda = 16

3 6 9
2 4

2 S| 8
1 3

1 4 7

Largh Banda = 12

sita di Pisa 2008

12

A

12

11

10

Max. diff. n° d’ordine per elementi attaccati
allo stesso nodo

N° nodi per elemento/2

Largh. banda ~>nEn)nn0(;/, eNlGDL;n

X X X o

O O X O (»

X X o X o

4 8 9 [0 11 12
0 0 0]

0
0
0




Condizione 1: la f.ne di spostamento deve dare luogo ad una
deformazione nulla in tutti 1 punti dell’elemento quando il campo
di spostamenti nodali corrisponde ad un moto rigido.
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u

X

Uy

{Ue}:<tlt> [B]: 0 Cy
u, B
My

_Cll 22 C13 24 C15 BZ6 _
Ex = B11ux + BlBUX + BlSUX B — Yi— Y«
11 A
Y =i
B
/ = 2A
PRSRA IR LRTINS b [TRE (kS TR g i~V
2A 2A 2A 15 = 50
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Condizione 2: la f.ne di spostamento deve dare luogo ad una
deformazione costante in tutti 1 punti dell’elemento quando il
campo di spostamenti nodali € compatibile con tale condizione.
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E—> O

i
deformazioni limitate all’interfaccia tra elementi diversi.
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VX
o

X

&
NI

deformazioni limitate all’interfaccia tra elementi diversi.
g — valore f
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nnnnnn

f nn A
1.11C Ul DlJUDLaIIICIILU ageve QGare

deformazioni I|m|tate all’interfaccia tra elementi diversi.

oV,
g, =
OX

In generale:
Se le & implicano la derivata n-sima della f.ne di

spostamento, quest’ultima deve essere continua
all’interfaccia con Classe di continuita C, ,
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la funzione di spostamento scelta garantisce tale
continuita in quanto lo spostamento di un punto appartenente ad
un lato non dipende dagli spostamenti del nodo opposto
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Approssimazione effettiva del campo di spostamenti sul
singolo elemento

Vix
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Approssimazione effettiva del campo di spostamenti
sull’intero modello
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Andamento effettivo delle tensioni

Tensioni discontinue nel nodi

A

0)

Spostamenti
continul nel nodi

. Esatto
EF

/

Esatto
EF

[
»

X

| ®
Calcolo di valori mediati nei nodi
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r N11(Xi’ yi) =1
Nll(xj’yj) =0
\N11(Xk’ yk) =0

-

NI?n(X’ y): A1m+BIm°X+CIm°y
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Elementi di ordine superiore

Ny (X, ) =1 ( N, (%,Y,)=0
) Nll(xj’yj):O SN, (X, Y,)=0
Ny (%, Vi) =0 [ Ny (X, ¥,)=0

NI?n(X1 y):A1m+BIm°X+CIm°y+

+Dlm°X2+EIm°y2+Flm°Xy
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Carichi non concentratl Forze di

Lavoro forze di volume ¢, t {t} |

L, = U Pl + L _ f/
o / Carichi distribuiti ) W/

Lavoro carichi distribuiti

y Wy
dL,, = {ov} {widv L
L, = [ {ov] {wjdv = I U INT fwldv = fouef [INT fwiav

V
L, = jav fthdL = jou* j[N]Tt}dL
L

X




Reazioni vincolari conseguenti all’applicazione all’elemento
delle forze distribuite e di volume = - Carichi nodali
staticamente equivalenti alle forze distribuite o di volume
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Esempio: carico uniformemente distribuito sul lato
di un elemento triangolare
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Carichi nodali equivalenti




