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Soluzioni analitiche: solo in casi particolari, introducendo rilevanti 
semplificazioni (travi, piastre, gusci…)
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a

Metodi di soluzione approssimata:
• Differenze finite
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Idea centrale del MEF (e delle altre tecniche approssimate):
a

Idea centrale del MEF (e delle altre tecniche approssimate):

Problema originale: determinare le f.ni incognite u, v, w
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Esempio di funzione approssimante
(problema monodimensionale)
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(problema monodimensionale)
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Discretizzazione
a
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a

Esempi di elementi piani con diverse disposizioni dei nodi
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Nodi ed elementi identificati da un numero univoco
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Gradi di libertà (g.d.l.)
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Studio del comportamento meccanico del singolo elemento
a

Elemento piano per problemi 2D
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Studio del comportamento meccanico del singolo elemento
a

Elemento piano per problemi 2D
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Studio condotto in campo lineare:
a { } [ ] { }UKP eee

Studio condotto in campo lineare:
a

M
e
cc

a
n

ic
a { } [ ] { }

166616 xxx
UKP eee ⋅=

In
ge

gn
er

ia 166616 xxx

is
tr

a
le

  
in

 I

Matrice di rigidezza dell’elemento

st
ic

a
/

M
a
g

i g

d
L

S
p

e
ci

a
li
s

C
d

© Università di Pisa 2008



Corso di Progettazione Assistita delle Strutture Meccaniche

Significato fisico dei termini della matrice di rigidezza, kij
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a

Il termine km,n di [Ke] è pari alla reazione vincolare presente secondo il
grado di libertà “m” (m=1,..6), se si applica un sistema di spostamenti
nodali in cui tutte le componenti sono nulle tranne la “n-esima” che
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Elemento = molla “multidimensionale
a F
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Teorema di reciprocità
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Valutazione di [Ke]
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Spostamenti nei punti interni all’elemento
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Calcolo delle deformazioni
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Relazioni costitutive
a
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Valutazione di [Ke]
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Osservazione: unità di misura
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Calcolo della matrice [Ke]
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Calcolo della matrice [Ke]
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a

Esistono molti metodi di soluzione del sistema. Uno dei più comuni 
ed efficienti è il metodo di eliminazione diretta di Gauss.
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Larghezza di banda (“bandwidth”)
a
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a

Larghezza di banda Modo di costruire [K]dipende dal
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Max. diff. n° d’ordine per nodi attaccati allo 
stesso elementoORDINE NODI
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Max. diff. n° d’ordine per elementi attaccati 
allo stesso nodoORDINE ELEMENTI
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Condizioni di convergenza sulle funz.ni di forma
a

Condizione 1: la f.ne di spostamento deve dare luogo ad una
deformazione nulla in tutti i punti dell’elemento quando il campo
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a

Condizione 2: la f.ne di spostamento deve dare luogo ad una
deformazione costante in tutti i punti dell’elemento quando il

di i d li ibil l di i
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Condizione 3: la f ne di spostamento deve dare luogo a
a

Condizione 3: la f.ne di spostamento deve dare luogo a
deformazioni limitate all’interfaccia tra elementi diversi.
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Condizione 3: la f ne di spostamento deve dare luogo a
a

Condizione 3: la f.ne di spostamento deve dare luogo a
deformazioni limitate all’interfaccia tra elementi diversi.

a
M

e
cc

a
n

ic
a

x
vx

x ∂
∂

=ε

In
ge

gn
er

ia x xx ∂

is
tr

a
le

  
in

 I

vx

st
ic

a
/

M
a
g

i
d

L
S

p
e
ci

a
li
s

xfi ilC
d

© Università di Pisa 2008

xfinitovalore→ε



Corso di Progettazione Assistita delle Strutture Meccaniche

Condizione 3: la f ne di spostamento deve dare luogo a
a

Condizione 3: la f.ne di spostamento deve dare luogo a
deformazioni limitate all’interfaccia tra elementi diversi.
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Oss.ne: la funzione di spostamento scelta garantisce tale
a

p g
continuità in quanto lo spostamento di un punto appartenente ad
un lato non dipende dagli spostamenti del nodo opposto
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a

Approssimazione effettiva del campo di spostamenti sul 
singolo elemento
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a

Approssimazione effettiva del campo di spostamenti 
sull’intero modello
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Andamento effettivo delle tensioni
a Tensioni discontinue nei nodi
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Dimensioni ottimali degli elementi
a

Dimensioni ottimali degli elementi

σ σ
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In casi in cui le tensioni sono intrinsecamente discontinue, 
l’ i di di i di ò di i i l i i

σx
a

l’operazione di media nei nodi può diminuire la precisione.
Esempio 1 : Lastra in due materiali diversi, soggetta ad 
allungamento uniforme Mediate
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Esempio 2: lastra incastrata agli estremi e caricata al centroσy
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1

a

1
i k

N11

1
a

M
e
cc

a
n

ic
a

N11i k

y i kn

In
ge

gn
er

ia

jx

y
y l m

is
tr

a
le

  
in

 I j
jx

⎪
⎨

⎧
=
=

0)(
1),(11 ii

yxN
yxN

⎧ =1)( yxN ⎧ = 0)( yxN

st
ic

a
/

M
a
g

i

⎪
⎩

⎨
=
=

0),(
0),(

11

11

kk

jj

yxN
yxN

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

0)(
0),(
1),(

11

11

jj

ii

yxN
yxN
yxN

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

0)(
0),(
0),(

11

11

mm

ll

yxN
yxN
yxN

d
L

S
p

e
ci

a
li
s

yCxBAyxN lmlmlm
e
lm ⋅+⋅+=),(

yCxBAyxN lmlmlm
e
lm +⋅+⋅+=),(

⎩ = 0),(11 kk yxN ⎩ = 0),(11 nn yxN

C
d

© Università di Pisa 2008

xyFyExD lmlmlm ⋅+⋅+⋅+ 22



Corso di Progettazione Assistita delle Strutture Meccaniche

Elemento con F ne Forma quadratica
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Carichi non concentrati Forze di volume
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a

Esempio: carico uniformemente distribuito sul lato 
di un elemento triangolare 
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Carichi nodali equivalenti
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